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Kapitel 13

Implizite Funktionen und
Mannigfaltigkeiten

13.1 Hauptsatz iiber implizite Funktionen

Fiir das Hauptresultat dieses Kapitels benotigen wir den Banachschen Fixpunktsatz, der
auch Anwendung in der Theorie der Differentialgleichungen findet.

13.1.1 Satz (Banachscher Fixpunktsatz). Sei (M, d) ein vollstindiger metrischer Raum.
Weiters sei T : M — M eine strikte Kontraktion, also

d(Tx,Ty) < q-d(x,y) fiiralle x,ye M,

mit einem festen 0 < g < 1.
Dann hat die Fixpunktgleichung x = Tx genau eine Losung z in M. Ist yo € M, und
definiert man y, := T"y,, so konvergiert y, gegen z mit

n

d(y,,7) <

T—401:30) -
-9
Beweis. Zunichst kann es hochstens einen Fixpunkt geben. Sind ndmlich z;, 7o Fixpunk-
te von T, also Tz; = z1, T2 = 22, so folgt d(z1,22) = d(Tz1,Tz2) < qd(z1,22). Wegen
0 < ¢ < 1ist das nur fiir d(z1,z2) = 0 moglich. Weiters ist 7 : M — M gleichmidBig
stetig, da aus d(x,y) < e die Ungleichung d(T x, Ty) < qd(x,y) < ge < € folgt.

Mittels Induktion zeigt man die Ungleichung

d(yns yne1) < ¢"d(yo, y1) - 13.1)

Fir n = 0 ist diese klar und der Induktionsschritt folgt aus d(y,ii,Vn+2) =
ATy, Tyne1) < @AY, Yur1) < ¢ d(yo, y1). Fiir n < m gilt sodann

d(yn’ym) < d(ymynJrl) +...t d(ym—lsym)

n

T dyo.y1),
-q

<@+ + "D dboy) <
da wegen 0 < g < 1 die geometrische Reihe Y} ¢* konvergiert. Also ist die Folge
(¥n)nen eine Cauchy-Folge, und infolge existiert der Grenzwert z := lim,,_,, y,,. Dass z
ein Fixpunkt ist, folgt wegen der Stetigkeit von T aus
Tz=1lm Ty, =limy,; =z.
n—oo

n—oo
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Q

13.1.2 Bemerkung. Erfiillt eine stetig differenzierbare Funktion n(¢) die Beziehung

F(,n$) =0, (13.2)

mit einer stetig differenzierbaren Funktion F : D C R> — R, so kann man /(&)
durch sogenanntes implizites Differenzieren berechnen. Dazu setzen wir fi(£) = &,

&) = n(€) und £(€) := (i), HE)' € R?. Gemilh (13.2) gilt h(¢) := F o f(§) = 0,

womit auch #’(£) = 0. Aus der Kettenregel schlieSen wir auf

oF oF
0="nr( = 7 &M@ - L+ =(6,n() - n').
X1 6)62

2 (@)
oF ‘(&) = -2t
Im Fall 52 € n(€)) # 0 folgtw'(&) =~z 5

13.1.3 Beispiel. Betrachte die Gleichung F (&1, &) = 0 wobei

F.{ R? — R,
=6 - §+6-1.

Ist durch die implizite Gleichung F (&, n(£)) = 0 eine Funktion 1(£¢) wohldefiniert? Nein,
denn stets erfiillt ja mit einer Zahl n(¢) auch —n(¢) diese Beziehung. Man sieht jedoch,

n(.)

F(;) =0

Abbildung 13.1: Lokale Darstellbarkeit von F(&,n) = 0 als Funktion 7(¢)

dass, solange &y # =1 ist, zumindest lokal um & eine stetige und stetig differenzierbare
Funktion n(.) mit F(&,n(¢)) = 0 definiert werden kann, wenn man sich nur im Punkt &,
selbst auf einen der beiden moglichen Werte (&) = ng bzw. (&) = —no festlegt.

Beachte, dass wegen &, # =1 fiir jedes 19 mit F(&,70) = 0 auch g%(fo,flo) *
0. Lokal um & erhilt man die Ableitung der Losungsfunktion n durch implizites
Differenzieren:

d oF oF , ,
0=—FEn@&)=-—E&n@) 1+ —EnE&) 7 =2&+2n&) - 1),
df 8x1 (9x2
also gilt 7/ (¢) = —%.
Wie wir eben gesehen haben, ist es nicht klar, ob durch eine implizite Gleichung
F(&,1(6)) = 0 nun tatsdchlich eine Funktion definiert ist. Wie man mit Hilfe von Beispiel
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13.1.3 vielleicht erahnen kann, spielt dabei die Bedingung g%(fo, no) # 0 eine Rolle.

Der in diesem Abschnitt bewiesene Hauptsatz iiber implizite Funktionen, Satz 13.1.4,
gibt die exakte und allgemein formulierte Bestitigung dieser Vorahnung.

Die Ausgangssituation beim Hauptsatz iiber implizite Funktionen ist die, dass man
eine stetig differenzierbare Funktion F : D — R mit einer offenen Menge D C R"*"
hat. Wir schreiben die Elemente von R"*™ als (x, y), wobei x € R",y € R™.

Fiir (x,y) € D betrachten wir dF(x,y) € LR™",R™) als m X (n + m) Matrix.
Nun nehmen wir die ersten n Spalten und fassen sie zur Matrix dF(x,y) zusammen.
Entsprechend seien dF;(x,y) die letzten m Spalten. Man hat also

oF oF OF OF
w0y gy Tons (5Y) 1 G (6Y)
dF(x,y) = . . . .
OF OF OF OF
ax () () B Y g (6)
=dF(xy) =dF>(x,y)

Mit dF (x,y) sind klarerweise auch dF(x,y) und dF,(x,y) stetig in (x, y). Fiir festes y
ist x > dF(x,y) € R™" nichts anderes als die Ableitung der Funktion x — F(x,y).
Entsprechend ist y — dF,(x,y) € R™" die Ableitung der Funktion y — F(x,y) bei
festem x.

13.1.4 Satz (Hauptsatz iiber implizite Funktionen'). Sei D C R"" offen und F : D —
R™ stetig differenzierbar. Weiters sei (a,b) € D mit F(a,b) = 0 derart, dass dF(a, b)
invertierbar ist, also

det(aaFi (a,b)) £0.

Xn+j

i,j=1
(i) Dann existieren offene Kugeln U = Us(a) CR" um aund V = U,(b) CR"™ um b
mit U XV C D, sowie eine stetige Funktion g : U — V mit

F(x,g(x))=0 fiiralle xeU. (13.3)

(i) Die Funktion g lost die Gleichung F(x,y) = 0 auf U X V vollstindig in dem Sinne,
dass, fiir (x,y) € U X V die Gleichheit F(x,y) = 0 genau dann gilt, wenn y = g(x).
Insbesondere haben wir b = g(a).

(iii) Die Matrix dF>(u,v) € R™" ist fiir alle (u,v) € U X V invertierbar, und die
Funktion g ist stetig differenzierbar, wobei fiir alle x € U

dg(x) = —dFa(x, g(x))" dF(x, g(x)).

Beweis.

~» Wir setzen B = dF,(a, b). Wegen der Stetigkeit von (x,y) — dF,(x,y) bei (a, b)
gibt es ein p > 0 so, dass Uﬂ'””"(a, b) € D und

|B — dF»(x,y)|| < firalle (x,y) € Ull~(a,b). (13.4)

_L
2B

Wir wissen aus Korollar 9.3.7, dass dann fiir (x,y) € Ull’”‘"’(a, b) auch die Matrix
dF,(x,y) invertierbar ist.

1Oft auch als “Implicit function theorem* zitiert.
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Wegen der Stetigkeit von F bei (a, b) existiert ein 6 € (0, p] mit

IF(x,b)lle = |F(x,b) — F(a,b)|le < firalle xe U@, (13.5)

P

4B~

Wir setzen U := U('S"”‘” (@und V := Uﬂ'”““ (b). Man beachte, dass
UxVcUM=(a)x UM=(b) = Ul~(a,b) c D c R™™. (13.6)

Fiir eine Funktion 2 : U — R™ so, dass h(x) € V fiir alle x € U, kdnnen wir
wegen (13.6) auch die Funktion T'(h) : U — R™ durch

T(h)(x) := h(x) — B F(x, h(x)) fir xeU, (13.7)

definieren. Eine Funktion g : U — V C R™ erfiillt dabei offenbar F(x, g(x)) =
0, x € U, genau dann, wenn 7(g) = g. Diese Fixpunktgleichung wollen wir mit
Hilfe des Fixpunktsatzes von Banach, Satz 13.1.1, behandeln.

Dazu betrachten wir zunédchst den Banachraum C,(U, R™) versehen mit der Su-
premumsnorm? |||f]ll := sup,.y Ilf(X)ll und darin die abgeschlossene Kugel
Kg (hp) =: Mum das Elemente hy € C,(U,R™), wobei hy : U — R™ die konstan-
te Funktion x — b ist. Als abgeschlossene Teilmenge eines vollstindig metrischen
Raumes ist M versehen mit d(hy, hy) := |||h; — hy||| ein vollstindig metrischer
Raum.

Fiir h € M gilt wegen |h(x) — b| < |||k = holl| < % < p immer h(x) € V, womit

T(h) : U — R™ durch (13.7) wohldefiniert und offenbar auch stetig ist. Kénnen
wir zeigen, dass fiir iy, h; € M

1T () = T(ha) (Dl < w firalle xeU. (138

so folgt auch

1T (A)(x) = ho(Olleo < 1T (M)(x) = T (ho)(X)lleo + 1T (110)(x) = Ho(X)lloo
P -1 P
<=+||BF(x,b)ow < =.
=7+ | (x, DI >
Also ist T'(h) beschriankt und es gilt |||T(h) — hl|| < ’5’, womit 7'(h) € Kg (hg) = M.
Zudem bedingt (13.8) [[IT () = T(ho)Ill < % llA1 — halll, wodurch sich T : M — M
als strikte Kontraktion herausstellt.

Nach dem Banachschen Fixpunktsatz gibt es dann eine eindeutige Funktion
g € M, also ein stetiges g : U — Ke(b) € V € R™, mit T(g) = g und infolge
F(x, g(x)) = 0 fiir alle x € U. Damit ist (i) gezeigt.

Wir wollen nun die Verifikation von (13.8) nachholen. Dazu betrachte fiir ein
festes x € U die Funktion

®,:VR" yy—BF(x,y).
Wir erhalten d®,(y) = I — B~'dF,(x,), und wegen (13.4) auch

1
lld® Il < IB~'1I - 1B = dF2(x, y)l| < 3 (13.9)

2Normalerweise wird die Supremumsnorm mit .|| bezeichnet, was wir hier bewusst unterlassen, weil

|l.llo schon fiir die Maximumsnorm auf R steht.
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Nach Korollar 10.1.24, angewandt auf die konvexe Menge V = Ul”;”‘” (b), gilt

1
[0:(1) = @x(¥2)lleo < 51 = 2lleo fiiralle yp,y2 € V. (13.10)

Fiir x € U und hy, hy € M folgt somit

[121(%) = hp()lleo

1T (h)(x) = T (h)(Olleo = 1@ (1 (x)) = P(h2(1))lleo < 5

~> Ist (x,y) € Ux V, und gilt F(x,y) = 0, so erhalten wir ®,(y) = y— B~ 'F(x,y) =y
und klarerweise auch @,(g(x)) = g(x). Wegen (13.10) sieht man

1
18(x) = Yoo = 1Px(y) = Pu(g(D))lleo < 180 = Yo »

also y = g(x). Insbesondere gilt g(a) = b. Damit haben (i) nachgewiesen.

~» Wir weisen zunichst nach, dass g bei a differenzierbar ist, wobei
dg(a) = —dF»(a,b) 'dF(a,b). (13.11)

Dazu wollen wir nochmals die Funktion @, : V — R mit festem x € U definiert
durch ®,(y) = y — B! F(x, y) bemiihen. Ihre Ableitung

d®,(y) = I — B 'dFy(x,y) = B'(B - dF»(x,y))

ist stetig in der Variablen (x,y) € U XV, wobei d®,(b) = 0. Somit ist die Funktion
¢ : [0,1) — R definiert durch

Y = sup  [[dO(y) |-

x€Ks,(a),yeK (D)

stetig bei 0 und erfiillt y(0) = 0. Wegen (13.9) gilt ([0, 1)) C [0, %]. Da K, (b)
eine konvexe Teilmenge von R™ ist, folgt aus Korollar 10.1.24, dass fiir y;,y, €
K, (D), x € Ks,(a)

D, (1) = Px(¥2)llew < Y@ Iyt = Valloo - (13.12)
Fiir ||z]|e < & gilt wegen F(a, g(a)) = F(a+2z,8(a+2) =0
gla+z)—gla) = (13.13)
(g(a+2)— B 'F(a+2z8a+2) - (g(a) - B Fla+z8(a)-
B™\(F(a + 2z 8(a)) - F(a, g(a))) =

Dy1(8(a +2) = Pus(8(@) = B~ (dF1(a, g(@)z + llzllwer (2)

mit einer Funktion € : (U \ {a}) — a — R derart, dass lim,, €;(z) = 0, wobei
hier verwendet wurde, dass F in der ersten Variablen bei (a, b) differenzierbar ist,
vgl. (10.5).

Fiir 77 = max(}lzlleo, ﬁllg(a +2) = 8(@llw) (< 1), gilt g(a + 2), g(a) = b € Kpy(b)
und a + z € Ks,(a). Also folgt aus (13.12)

ligla +2) - g(@lle <
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1 1
W( max(|lzlleo, ;Ilg(a +2) — g(@)llw)) llga + 2) — g(@)lleo+

=15(z)
1B~ I(IdF 1 (a, g@)Il + ll€r @lleo)lIzloo
bzw.
IBI(1dF 1 (a, (@)l + |l€1 (2)leo)
1-B@)

wobei 8 : UM=(0) — [0, 1) stetig bei 0 € R” mit (0) = 0 ist. Addieren wir zu
(13.13) den Ausdruck B~'dF(a, g(a))z, so folgt wieder aus (13.12)

ligla + 2) — (@l < llzllco »

lg(a+z)—g(a)+B 'dFi(a,b)zlle < BQR)Ig(a+2)—g@llo+IB I €1 (@)l l1zlleo <
(ﬁ(z)IIB1|I(I|dF1(a,g(a))|| + [l (2)lo)

—1
1-Bk) + 1B~ ller@lloo | 1zl -

Da fiir z — 0 der Klammerausdruck gegen Null strebt, erhalten wir die
Differenzierbarkeit von g bei a mit der Ableitung dg(a) = —B~'dF(a,b) =
dFs(a,b)"'dF(a,b).

~» Fiir a’ € U sei b’ = g(a’). Wir haben schon in einer Fulnote gesehen, dass
dF,(a’,b’) invertierbar ist. Also konnen wir das schon Bewiesene auf (a’,b’) €
U x V anwenden, und erhalten eine Kugel U’ € U um a’ und eine Kugel V' € V
um &', sowie eine Funktion g’ : U’ — V' mit g’(a’) = b’ und F(x,g’(x)) =0, x €
U'.
Nach (if) muss g’(x) = g(x), x € U’ gelten, und gemal (13.11) ist
dg(@') = dg'(d') = —dFa(d’, g(a")) ' dF (d, g(d)).

Die rechte Seite ist nach Korollar 9.3.7 aber stetig in a’. Also ist g stetig differen-
zierbar und die Ableitung ldsst sich wie behauptet berechnen.

a
13.1.5 Beispiel. Wir betrachten die Funktion F : R3 — R, definiert als

F, 0,6 =all+al+al -1,

wobei ¢y, ¢z, c3 > 0 vorgegeben sind, und untersuchen die Losungen der Gleichung
F({1,05,83)T = 0. Die Nullstellenmenge M := {z € R} : F(z) = 0} von F bildet in
diesem Beispiel ein Ellipsoid.

Sei @ = (a@y,as,a3)7 eine Losung von F(z) = 0. Wir wollen die Gleichung
F ({1,4“2,4’3)T = 0 lokal bei @ nach {3 auflosen. Anders ausgedriickt, wir fragen ob,
man die durch die implizite Gleichung F(z) = 0 gegebene Fliche M lokal um den Punkt
@, welcher auf ihr liegt, in der expliziten Form (3 = g({1, )" darstellen kann. Dazu
wenden wir den Hauptsatz iiber implizite Funktionen an, und zwar mit der folgenden
Rollenverteilung: m = 1,n = 2,y = {3, x = ((1,0)7, b = a3, a = (a1,a,)". Die
Voraussetzung F € C' ist in unserem Fall klarerweise erfiillt, F ist ja ein Polynom. Die
entscheidende Funktionaldeterminante ist die Determinante der 1 X 1-Matrix (g—g(a)),
also

oF
— =2 .
9 (@) = 2c3a3
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Liegt der Punkt o nicht am Aquator des Ellipsoids, d.h. ist a3 # 0, so existiert eine offene
Umgebung U C R? von (ay, ;)" und eine C'-Funktion g : U — R mit g(a1, @)” = a3
und F(Zy, 42,801, 5))T = 0 fiir alle (£1,4,)" € U. Liegt @ dagegen am Aquator, so
konnen wir den Hauptsatz nicht anwenden. Tatsédchlich ist in solchen Punkten ein
Auflosen nach 3 auch nicht moglich. Wir bemerken einen Unterschied zwischen der

Abbildung 13.2: Darstellung eines Teils von M als Graph einer Funktion g({;, {)"

impliziten und expliziten Darstellung der Fliche M. Die implizite Gleichung F(z) = 0
definiert die Fldache global, d.h. in ihrer Gesamtheit. Eine explizite Darstellung, z.B.
in der Form {3 = g({1,42)7 ist nur lokal, d.h. fiir gewisse Teilstiicke der Fliche und
nicht einmal um beliebige Punkte der Fliche moglich, wie man bei Punkten am Aquator
erkennt. Eine explizite Darstellung hat also den Nachteil immer nur auf kleinen Teilen
zu funktionieren und Punkten des Aquators, die geometrisch gar nicht ausgezeichnet
sind, einen anderen Stellenwert zu verleihen als allen anderen. Natiirlich hat sie dem
gegeniiber den Vorteil, dass man mit einer expliziten Darstellung besser rechnen kann.

In unserem Beispiel kann man fiir jeden Punkt @ € M lokal nach zu mindest einer
Variablen {1, £, oder {3 auflosen. In der Tat ist einer der Werte a1, @3, a3 sicher nicht Null.
Lost man z.B. nach ¢, auf, so erhilt man eine Funktion g mit F((1, 8(¢1,3)7,3)T =0
fiir ({1, 53) lokal um (aq, 03).

Man hat also sicher lokal um jeden Punkt @ € M eine Einbettung der Form entweder
(61,0, 8) = ¢t )" = (1, u, g(t,w)")" oder (¢1,42,83) = ¢(t,w)" = (1, (1, w)", w)" oder
auch (£1,0,4) = ¢t u)" = (g(t,u)",t,u)”. Will man M global erfassen, so hat man
die Gesamtheit aller dieser Einbettungen zu betrachten ganz dhnlich, wie man in einem
Weltatlas, um die gesamte Erde zu sehen, die Karten von allen Lidndern und Meeren
anschauen muss.

JUCR? > R3, , [ UcR* - R3,
P e’ - (gt ' = 6w’

- [ UCR* - R3,
' - @Gw L’
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Abbildung 13.3: Darstellung von M durch Graphen verschiedener Abbildungen

In unserem Beispiel kann man das gesamte Ellipsoid M beschreiben durch die sechs
Teilstiicke “obere Hilfte”, “untere Hilfte, “rechte/linke/vordere/hintere Hélfte*. Auf
diesen hat man

8.0 =1 —al —bZ, .G =1 -al -,
80,56 =21 -bG 2.

Wir werden spiter mit Hilfe von Satz 13.4.4 erkennen, dass M eine sogenannte Man-
nigfaltigkeit der Dimension 2 im Dreiraum ist. Dieser Begriff der Mannigfaltigkeit ist
der eleganteste und zielfithrendeste, um mit Objekten wie mit unserem Ellipsoid zu
arbeiten.

13.2 Der Umkehrsatz

Sei f : R" — R” eine affine Abbildung der Form

Y1 Cit 0 Cla) (W
f=|:|+
Yn Cnl Cnn) \Up

Die affine Abbildung f ist genau dann injektiv (und damit aus Dimensionsgriinden
bijektiv), wenn det(c;;); 1 * 0. In diesem Fall existiert die Inverse f~! von f oder,
anders ausgedriickt, die Gleichung f(u) = v ldsst sich in eindeutiger Weise nach u
auflosen.

Die affine Abbildung f ist stetig differenzierbar mit df(u) = (c; j)zr‘l,j:]‘ Ausschlagge-
bend fiir die Invertierbarkeit in unserer speziellen Situation ist also die Invertierbarkeit
von d f(u).

Es ist eine wesentliche Feststellung, dass im Allgemeinen zu mindest lokal das
gleiche Verhalten vorliegt.
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13.2.1 Satz (Umkehrsatz). Sei f : C — R" stetig differenzierbar auf der offenen Menge
C C R". Weiters sei c € C mit
detdf(c) #0

und sei E C R" offen mit f(c) € E. Dann existieren offene Mengen O C C und U C E
mit den folgenden Eigenschaften:

(i) ce Ound f(c)e U.
(i) flo ist eine Bijektion von O auf U.

(iii) Die inverse Abbildung g : U — O von flo : O — U ist stetig differenzierbar mit
dg(f(1) = df(t)™! fiir alle t € O.

13.2.2 Bemerkung. Dieser Satz gibt ein lokales Analogon zu obiger Bemerkung iiber
affine Funktionen. Denn ist f affin, so kann man O = R” und U = R” wihlen. Im
allgemeinen muss man sich jedoch wirklich auf gewisse offene Umgebungen O und U
von ¢ bzw. f(c) einschrinken, um Existenz einer Inversen zu erhalten.

Abbildung 13.4: Umkehrfunktion g von flp

Beweis von Satz 13.2.1: Wir wenden Satz 13.1.4 mit a = f(c), b = c auf die stetig
differenzierbare Funktion

. n —_— —
F: ExC —-R", F(xy=f(y-x,
=:D CR*XRr=Rn*"n

fiir die man dF(x,y) = ( —I|df(y) ) berechnet, an. Mit der Notation von Satz 13.1.4 gilt
dFy(x,y) =df(y), dF(x,y)=-I.

Bei (a,b) = (f(c),c) ist dF»(a, b) = df(c) voraussetzungsgemil invertierbar. Nach Satz
13.1.4 gibt es offene Mengen U 3 aund Vabmit UXV CEXC,dh. UCE, VCC,
sowie eine C'-Funktion g : U — V mit

F(x,g(x)) =0, dg(x) = —dF,(x,g(x)) 'dF,(x,g(x)) firalle xeU.
Aus der speziellen Form von F folgt
x = f(g(x), dg(x) = df(g(x)”" firalle xeU.
Insbesondere erhalten wir die Injektivitit von g : U — V. Nun ist

O:=Vnf'U)={teV: f({t) e U}
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als Schnitt zweier offener Mengen wieder offen; f~!(U) ist ja als Urbild einer offenen
Menge unter einer stetigen Funktion offen. Fiir x € U ist g(x) € V und f(g(x)) = x € U,
also g(x) € O, und daher g : U — O. AuBlerdem gilt klarerweise flp : O — U.

Wir wissen schon f|p o g = idy. Fiir t € O (C V) ist f(t) € U und F(f(¢),t) = 0.
Aus Satz 13.1.4, (ii), folgt t = g(f(#)) und somit gilt auch g o f|p = ido. a

13.2.3 Korollar. Sei f : C C R" — R" stetig differenzierbar auf der offenen Menge C,
und sei D C C ebenfalls offen. Gilt detdf(c) # O fiir alle ¢ € D, so ist f(D) eine offene
Teilmenge von R".

Ist zusditzlich f injektiv auf D, so istauch f~' : f(D) — D C R" stetig differenzierbar,
wobei d(f~)(f(t)) = (df(t))_1 fiirt € D.

Beweis. Nach Satz 13.2.1, angewandt auf f|p, gibt es um jedes ¢ € D offene Mengen
O, € Dund U, C R" mit ¢ € O, derart, dass fl|op, : O = U, bijektiv ist. Somit ist

f@=4U¢}Uﬂm=Uw
ceD ceD ceD

als Vereinigung offener Mengen wieder offen; vgl. Proposition 5.1.6. Der zweite Teil
des Korollars folgt unmittelbar aus Satz 13.2.1, (iii). a

Gilt detdf(c) # O fiir alle ¢ € C, so besagt Korollar 13.2.3, dass f eine offene
Abbildung ist, also offene Mengen auf offenen Mengen abbildet.

13.2.4 Definition. Sind C,D C R” offen und ist f : C — D bijektiv und derart,
dass f und f! stetig differenzierbar sind, so nennt man f einen Diffeomorphismus,
oder genauer, einen C'-Diffeomorphismus. Sind dabei f und f~' sogar k-mal stetig
differenzierbar, dann sprechen wir von einem C*-Diffeomorphismus.

13.2.5 Bemerkung. Ist f : C — D so ein Diffeomorphismus, so folgt aus der Kettenregel,
Proposition 10.1.18, dass

I=dI(x)=d(f o /)x) =df (f(x)) df(x) firalle xeC.

Insbesondere ist d f(x) fiir alle x € C invertierbar.

Ist umgekehrt f : C — D bijektiv und stetig differenzierbar mit offenem C ¢ R?
und mit ad hoc beliebigem D C R4 derart, dass d f(x) fiir alle x € C invertierbar ist, so
folgt aus Korollar 13.2.3, dass D offen und f~! : D — C ebenfalls stetig differenzierbar
ist. Somit identifizieren wir f : C — D als C!-Diffeomorphismus.

13.2.6 Beispiel. Wir betrachten abermals die Polarkoordinatenfunktion T : C — R?
definiert durch
(r) (r cos t)
T| |= . .
t r sint

mit C = R* xR € R?. In (10.4) aus Beispiel 10.1.10 haben wir dT((r, 1)) berechnet.
Die Determinante davon ist r(cos £)? + r(sin#)> = r > 0 und somit fiir alle (r,7)" € C
reguldr.

Nach Korollar 13.2.3 ist 7(C) offen in R?. Aus dem ersten Semester (vgl. Definition
6.9.11 und Bemerkung 6.9.12) wissen wir, dass in der Tat

T(C) =R*\ {(0,0)"}.

Sei nun (p, 7)’ € C fest, so gibt es nach Satz 13.2.1 offene Teilmengen O und U
von R? derart, dass (p,7)" € O, T((p,7)") € U und dass T|p : O — U bijektiv
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und in beide Richtungen stetig differenzierbar ist. Die Ableitung von T~' im Punkt
En=T{(r,H)) e U,dh.r* =& +n*und rcost = &, rsint = n, ist dabei

S|
cost ~—r sint
sint r cost

a1 ") = (@) =

¢ i

B l(r cost r sint)_[w W]
_ - - Af .

r\—sint cost __n_ _&
§2+7]2 §2+?]2

Mit O ist auch O N (R* X (t — 7, T + 7)) offen in R%. Schrinkt man T auf diese Menge
ein, so folgt aus Korollar 13.2.3, dass 7(0’) =: U’ C U offen in RZ ist. Klarerweise
istauch T'|p : O’ — U’ bijektiv und in beide Richtungen stetig differenzierbar. Somit
konnen wir das urspriingliche O und U bereits so wihlen, dass O C R* X (t — 1, T + 7).

In diesem Fall wissen wir schon aus Bemerkung 6.9.12, dass T'|p injektiv ist. In der
Tat bildet T die ganze Menge R* X (t — 7, T + 7) bijektiv auf

R2\ {s (COS(T * ﬂ)) 15 €0, +oo)}

sin(t + )

ab; siehe Proposition 6.9.13. T als Abbildung von C nach R? ist dagegen nicht injektiv.

13.2.7 Bemerkung. Satz 13.1.4 gilt auch in der allgemeineren Situation, dass D offene
Teilmenge von X X Y mit Banachrdumen X und Y ist. Die vorausgesetzte stetige Dif-
ferenzierbarkeit von F : D — Z mit einem weiteren Banachraum Z ist dann im Sinne
der Fréchet-Differenzierbarkeit aus Bemerkung 10.1.25 zu verstehen. Die Vorausset-
zung detdF;(a,b) # 0 muss durch die Forderung ersetzt werden, dass dF;(a, ) als
beschrinkte lineare Abbildung von Y nach Z bijektiv ist. Der hier angegebene Beweis
funktioniert im wesentlichen auch in diesem allgemeineren Fall.

Auch Satz 13.2.1 lésst sich verallgemeinern auf Funktionen f : C — Y mit offenem
C C X und Banachrdumen X und Y. Die Voraussetzung detd f(c) # O muss durch die
Forderung ersetzt werden, dass df(c) als beschrinkte lineare Abbildung von X nach Y
bijektiv ist.

13.3 Hohere Ableitbarkeit im Hauptsatz*

Wir wollen uns den Hauptsatz iiber implizite Funktionen und den Umkehrsatz fiir
Ausgangsfunktionen anschauen, welche mehrmalig ableitbar sind.

13.3.1 Lemma. Sei I C R ein Intervall, X und Y Banachrdume und h : I — Ly(X,Y)
derart, dass h(t) fiir alle t € I invertierbar ist, wobei (h(t))™' € Ly(Y, X). Ist dann h in
einem Punkt x € I differenzierbar, so auch t — (h(t))™', wobei

(™) = =ho ™ W @A™
Beweis. Firt e I\ {x} gilt
1 1
— (h(t))™" = (h(x)™") = (W)™ ——(h(®) = h(x)) (h(x))™".
- X r—Xx

Da h bei x differenzierbar ist, ist sie dort auch stetig. Wegen Korollar 9.3.7 ist auch die
Zusammensetzung ¢ —> (h(t))~! bei x stetig. Aus Lemma 9.2.8 folgt, dass fiir r — x
obiger Ausdruck gegen —h(x)~' ' (x)h(x)~! konvergiert. a



12 KAPITEL 13. IMPLIZITE FUNKTIONEN UND MANNIGFALTIGKEITEN

13.3.2 Lemma. Sei X ein Banachraum und seien D C R", I C R offen. Weiters seien
H : IxD — X — wir schreiben H(x,y1,...Yy) — sowie h : I — D (C R™) stetig
differenzierbar, so ist auch t — H(t, h(t)) stetig differenzierbar auf I mit Ableitung

d OH = , OH
ZH@ (D) = = (6, h(D) + ; (1) a_y,(” (1)

wobei h = (hy,. .., hy)".

Beweis. ¢ : t — H(t, h(t)) ist die Hintereinanderausfithrung von ¢ — (#, h(¢)) und H.
Aus der Kettenregel folgt

d OH s OH
—H (t,h(1) = d¢(H)1 = dH(t, h(t))( o — (1, h(®)) + Z Iy a—yl(t, h(1)).
=1

h'(t))
Q

13.3.3 Proposition. Mit den selben Voraussetzungen und der selben Notation wie im
Hauptsatz iiber implizite Funktionen, Satz 13.1.4, sei F € Ck(D) mitk € N, k > 2. Dann
ist auch die Funktion g : U — V immer k-mal stetig differenzierbar.

Beweis. Wir wissen aus Satz 13.1.4, dass g zumindest einmal stetig differenzierbar ist,
wobei
dg(u) = —sz(u,g(u))_ldFl(u,g(u)) fir ueU.

Nach Voraussetzung sind (x,y) — dF(x,y) und (x,y) — dF,(x,y) stetig partiell
differenzierbar. Wegen (9.11), Lemma 13.3.1 und Lemma 13.3.2 ist u +— dg(u) partiell
differenzierbar mit

0
6—ujdg(u) =

0
dF (. g0)” (—sz(u o) +

- 0 0 -
> ﬁgz(u)a—ylsz(u, g(u))] dFa(u, ()™ dF (u, gw)) ~
=1 7

dFy(u, g(w))” (—dF 1(u, g(w)) + Z gz(u)—dF 1w, g(u))]

wobei g = (g1,...,gm)". Nach Korollar 9.1.3 und Korollar 9.2.9 ist diese Funktion
stetig in u, womit g € C>(U). AuBerdem ist %dg(u) endliche Summe von endlichen
7

Produkten von dF(u, g)) ", dFy(u, g(u)) und von gewissen ersten partiellen Ableitun-
gen

9 9 ] 9 3
o AP 1, 8(), - dF 1, 8w), o —dFa(u, g(w)), sz(u 8a), = —giu).
] ./ J

Ist nun & > 3, so sind letztere Funktionen nochmals stetig partiell differenzierbar,
und man zelgt wie oben, dass +- (M au 9 dg(u) existiert und stetig ist. AuBerdem ist diese
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Funktion wieder eine endliche Summe von endlichen Produkten von obigen Funktionen
(mit i statt j) und dazu von zweiten partiellen Ableitungen

2 (92 (’)2

o 1(u, g(u)), 0y, 1(u, g(u)), .5, (1, g(w))

62 (92 2 (92
dF>(u, ) dF>(u, , dF-(u, R )
Ox;0x; (. 8@) Ax; 0y, 2(u. 800)) Ay, 0y, 2(u. 800) auiaujgl(u)

Damit ist g € C3(U). Man fihrt induktiv fort und erhilt schlieBlich g € CK(U). a

13.3.4 Korollar. Mit den selben Voraussetzungen und der selben Notation wie im
Umkehrsatz, Satz 13.2.1, sei f € CK(D) mit k € N, k > 2. Dann ist auch die Funktion
g : U — O immer k-mal stetig differenzierbar.

Beweis. Im Beweis von Satz 13.2.1 haben wir Satz 13.1.4 auf F(x,y) = f(y) — x ange-
wandt, um die Funktion g als Losung von F(x, f(x)) = 0 zu erhalten. Aus Proposition
13.3.3 folgt g € C¥(D). a

13.4 Mannigfaltigkeiten

Wir wollen in diesem Kapitel Teilmengen von R?” studieren, die von ihrer Natur her dem
anschaulichen Begriff der Fldchen im Dreiraum entsprechen, wie etwa die Oberfldche
der Einheitskugel. Formal lésst sich das folgendermaf3en greifen.

13.4.1 Definition. Eine nichtleere Teilmenge M C R”, p > 1, heillt Untermannigfaltig-
keit von R?, oder kurz Mannigfaltigkeit im R”, der Dimension d € {1,..., p}, falls es zu
jedem x € M offene Uy, D, € R” und einen C!-Diffeomorphismus ¢ : U, — D,, gibt
mit

xeU, und (U, NM)=D,n R x{0}),

wobei hier R? x {0} = {x e R? : x; =0, d < j < p}. Derartige Diffeomorphismen nennt
man Karten der Mannigfaltigkeit M.

Man kann sich d-dimensionale Mannigfaltigkeiten als glatte Verzerrungen linearer
Unterrdume vorstellen. Wenn man verlangt, dass diese Verzerrungen ofter stetig diffe-
renzierbar sind, also die Karten etwa Ck-Diffeomorphismen mit einem k € N U {co} sind,
so spricht man von C*-Mannigfaltigkeiten.

Die einfachsten Beispiele von Mannigfaltigkeiten sind diejenigen, die durch eine
einzige Karte beschrieben werden: Seien U,, D, C R” offen mit D, N (R? x {0}) # 0
und ¢ : U, — D, ein Diffeomorphismus. M := go_l(Dw N (RY x {0})) ist dann eine
d-dimensionale Mannigfaltigkeit. Fiir 4 = 1 spricht man von einer Kurve und fiir d = 2
von einer Fldche.

13.4.2 Beispiel. Fir p=3undd =2seiD, =(-1,1)x(-1,1) XRund T : D, — R3

definiert durch
e
= T] .
¢) \@+n+¢

Man iiberzeugt sich leicht, dass dT'(x) fiir alle x € D, reguldr und T injektiv ist.
GemiB Korollar 13.2.3 ist dann U, := T(D,) offen und ¢ := T : U, —» D, ein
Diffeomorphismus. Also ist M := T((—1, 1) X (—1, 1) X {0}) eine Fldche und damit eine
2-dimensionale Mannigfaltigkeit im R>.

T
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13.4.3 Beispiel. Sei M ein linearer Unterraum des R” mit dimM = d > 0, und sei
Xi,...,Xq €ine Basis von M. Wihlen wir X441, ..., x, € R” derart, dass xi,..., x, eine
Basis von R? ist, dann definiert ¢ : R? — RP”, (p(Zj.’zl Eixp) =, ... ,§p)T eine lineare
Bijektion, die M = ¢ '(R? x {0}) erfiillt. Da lineare Bijektionen auf R” sicherlich
Diffeomorphismen sind, ist M eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit im R”.

Die meisten Standardbeispiele von Mannigfaltigkeiten sind implizit definierte Man-
nigfaltigkeiten, welche Nullstellenmengen stetig differenzierbarer Funktionen sind.

13.4.4 Satz. Sei O C R? offen und F : O — RP~4 stetig differenzierbar, wobei 0 < d < p.
Hat dF (x) € R?~D*? fiir alle x € O mit F(x) = 0 vollen Rang, also Rang p — d, so ist

M:={xeO:F(x)=0}
eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit, falls M # 0.

Beweis. Unsere Voraussetzung an den Rang von dF (y) fiir festes y € M besagt, dass es
p — d Koordinaten x;,, . .., Xip g derart gibt, dass

(am) )”‘”’

13.14
7, (13.14)

k=1

regulir ist. Sei p : R? — R? die Projektion auf die restlichen Koordinaten, dh. p(x) =

.....

o) = (p(x))_
F(x)
Diese Funktion ist stetig differenzierbar, wobei
6;;}(;) = (659%)) fir ie{i,...,ip-q},
und
8;—](5) - (@) fir i€ (L., p}\fitse-eipa).

Somit ergibt eine geeignete Spaltenpermutation von dp(y) € RP*P eine 2 X 2-
Blockdreiecksmatrix mit der Einheitsmatrix und (13.14) in der Diagonale. Also ist
de(y) € RP*P invertierbar. Nach dem Umkehrsatz, Satz 13.2.1, ist die Einschrinkung
¢ : U, = D, fiir gewisse offene U, C O € R” und D, € R? mit y € U, ein Diffeomor-
phismus. Offenbar gilt fiir x € Uy, dass x € M genau dann, wenn ¢(x) € R? x {0}, dh.
(U, N M) =D,N (R? x {O)).

13.4.5 Bemerkung. Es gilt auch eine Art Umkehrung von Satz 13.4.4, denn man kann
jede d-dimensionale Mannigfaltigkeit M im R” lokal bei jedem Punkt aus M als implizit
definierte Mannigfaltigkeit darstellen. Also gibt es zu jedem x € M ein in R” offenes
O > x und eine C'-Funktion F : O — RP~“ so, dass dF () fiir alle y € O vollen Rang
hatunddass M N O = {x € O : F(x) = 0}.

Wiihlen wir niimlich eine Karte ¢ von M mit x € U,, so gehort wegen (U, N M) =
D, N RYx {0} einy e O := U, genau dann zu M, wenn F(y) = 0, wobei F(y) die
Projektion auf die hinteren p — d Eintriige von ¢(y) ist. Das so definierte F : O — RP~¢
ist stetig differenzierbar, und dF(y) € RP-DXP hat Rang p — d, da seine Zeilen mit den
unteren p — d Zeilen von dem invertierbaren de(y) € RP*? {ibereinstimmen.
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13.4.6 Beispiel. Ein Paradebeispiel einer implizit definierten Mannigfaltigkeit ist die
Kugeloberfliche S? = {x € R? : ||x||, = 1}. Sie ist eine 2-dimensionale, implizit durch

0=F) =i -1=x3+x3+x3-1.

definierte Mannigfaltigkeit. Um Karten von S zu finden, deren Definitionsbereiche die
ganze Kugeloberfliche iiberdecken, betrachte sechs Abbildungen 7' ,, T_ ,, T, T ,,
T,., T_., welche alle auf D := U;(0) = {(£,1,0)T € R® : €2 + > + {* < 1} definiert
sind und nach R? hinein abbilden:

g
Teo|n|:= n o Tay|n|= |21 =07 +¢|.
[é [imw ¢ 0

Tix|n 3

s n

Man iiberpriift leicht, dass 7. injektiv und stetig differenzierbar ist. Zudem ist d7..(x)
fiir alle x € D regulidr. GemiB Korollar 13.2.3 ist dann U, := T..(D) offen und ¢.. :=
T_jl : U, — D ein Diffeomorphismus. SchlieBlich gilt 7. .(D N RZ2x{0)) =S%n U,.,
also ¢..(S2 N U, ) = D N (R* X {0}).

Offensichtlich ist $? in der Vereinigung aller U,, _enthalten, womit S? durch die-
se sechs Karten vollstindig beschrieben wird. Es sei erwihnt, dass etwa die beiden
Karten ¢, ; und ¢_, die ganze Kugeloberfliche bis auf die in der xy-Ebene liegende
Einheitskreislinie beschreiben.

Fiir eine andere Art von Karten von S? betrachte man die stetig differenzierbare
Abbildung T3 : R? x (0 + 00) — R3

a rcosacosd
@|:=|rsinacosf|.

r rsin@

T3

Man zeigt unschwer, dass T5(R? x {1}) = S? sowie dass dT5(x) fiir alle x € R? x (0 + o0)
reguldr ist. Schrinkt man T3 auf D, := (0,27) X (=75, 5) X (0 + o0) ein, so ist

T3|D4J:D¢_>R3\{XGR3ZXIZO,_X2:O}

bijektiv. Wir nennen U, die offene Menge auf der rechten Seite und bezeichnen mit
¢ : U, — D, die Inverse obiger Funktion. Wegen o(S2 N U,) = OS>\ {xeS?:x >
0,x, = 0}) = D, N (R* x {1}) = und weil R? x {0} in Definition 13.4.1 offenbar durch
RY x {a)} fiir ein beliebiges a € R”~? ersetzt werden kann, ist ¢ eine Karte, die S? bis
auf die verhiltnismifig kleine Menge {x € S 2. x; >0, x, = 0} beschreibt. Fiir x € U,
nennt man (a, 6, r)7 = @(x) die Kugelkoordinaten von x.

13.4.7 Beispiel. Wie in Beispiel 13.4.3 sei M ein d-dimensionaler Unterraum von R?
mit 0 < d. Wie aus der Linearen Algebra bekannt, gilt M = (M*)*, wobei®

M*={yeR":(x,y) =0 fiiralle x € M}

(xy) = B, iy, wobei x = (xsxp) oy = O yp) T
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Dimension p — d hat. Istyy,...,y,—4, eine Basis von M+, so bedeutet die Beziehung
M = (M*)* gerade, dass M = {x € R” : F(x) = 0}, wobei F : R? — RP~¢ definiert ist
durch

(x,y1)
F(x) = :
(xs yp—d)

Man iiberzeugt sich leicht, dass

yf

dF(x)=| : |eRP D>,
T
Yp-d

Dadie yi, ..., yp-q linear unabhingig sind, hat dF(x) immer vollen Rang p—d. Somit se-

hen wir abermals, und dieses mal mit Hilfe von Satz 13.4.4, dass M eine d-dimensionale
Mannigfaltigkeit ist.

13.4.8 Beispiel. Man betrachte den Vektorraum R>*? aller reellen 2 x 2-Matrizen,
welchen man offensichtlich mit dem R* identifizieren kann, indem man eine Matrix A =
(4} @) € R¥? mit dem Vier-Vektor (a1, az, a3, as)’ € R* identifiziert. Die Teilmenge

SL(2) = {A € R :detA = 1}.
von R¥? ist gerade {A € R>*? : F(A) = 0}, wobei F : R>? — R,
F(A) =detA-1=aya4 —azaz — 1.
Dieses F ist stetig differenzierbar mit*
dF(A) = (a4, —az,—az,ay).

Ist A € SL(2), so kann A nicht die Nullmatrix sein. Also hat dF(A) auf SL(2) immer
vollen Rang 1. Aus Satz 13.4.4 folgt somit, dass SL(2) eine 3-dimensionale Mannigfal-
tigkeit im R>? = R* ist.

Ahnlich kann man zeigen, dass die Menge aller orthogonalen 2 X 2-Matrizen eine
1-dimensionale Mannigfaltigkeit im R>? = R* ist. Derartige Mannigfaltigkeiten, die
gleichzeitig eine Gruppenstruktur tragen, nennt man auch Lie-Gruppen.

Sei M eine Mannigfaltigkeit der Dimension d, und ¢ : U, — D, eine Karte von M.
Die Menge C, € R? mit Cy x{0}=D,N (R? x {0}) ist dann offen. Die Abbildung

¢, : C, — M definiert durch @ (1) = 90_1(8), (13.15)

hat Lp_l(Dq,ﬂ(RdX{O})) = MNU, als Bild. Da die Einschréinkung 90‘1 lc,xi0y * Cpx{0} —
M N U, ein Homéomorphismus ist, hat auch ¢ : C — ¢(C) diese Eigenschaft. Wir
nennen ¢, die zur Karte ¢ gehorige Einbettung.

13.4.9 Satz. Eine nichtleere Teilmenge M von RP ist genau dann eine d-dimensionale
Mannigfaltigkeit, wenn es zu jedem x € M eine d-dimensionale Einbettung ¢ : C — M
mit x € ¢(C) gibt, wobei ¢ : C — M Einbettung heifst, wenn

#In dieser Beziehung betrachten wir F als Abbildung von R* nach R.
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— C C R und ¢(C) C M offen sind, wobei M mit der Spurtopologie versehen ist,
— ¢ : C — ¢(C) ein Homoomorphismus® ist,

—e ¢ als Abbildung von C nach RP hinein stetig differenzierbar ist, wobei d¢(t) fiir
alle t € C injektiv ist.

Beweis. Sei M eine Mannigfaltigkeit der Dimension d, x € M, und ¢ : U, — D,
eine Karte von M mit x € U,. Fiir die Abbildung ¢, aus (13.15) ist C, in R4 und
¢,(Cp) in M offen, und ¢ : C — ¢(C) ist ein Homéomorphismus. SchlieBlich ist ¢, als
Zusammensetzung von C 3 t ((’)) € D, CR” und ¢~ eine C'-Funktion, wobei

de (1) = dso‘l((t)) (erl. . lea) (13.16)

als Produkt zweier injektiver linearer Abbildungen selber injektiv ist.

Sei nun umgekehrt  # M C R? so, dass es zu jedem x € M eine Einbettung
¢ : C — M gibt mit x = ¢(s) € ¢(C). Da d¢(s) R? ein d-dimensionaler Teilraum von
R? ist, gibt es wy,...,w,_4 € R? derart, dass diese Vektoren zusammen mit d¢(s) R4
den ganzen R” aufspannen. Wir setzen

CxRr4 - RP ,
(O —d
((f,-)tj?;;’) B X Ew) + ).

Offenbar gilt (D((l)) = ¢(¢) fiir alle € C. AuBlerdem ist @ stetig differenzierbar, wobei

t

do _
((f»j;;’

):( [;’7145(0 %qﬁ(z‘) \ Wi e Wpa ) € RPXP (13.17)

Wegen unserer Wahl der w; ist dd)(( f_;,,ﬂ/) reguldr. Nach dem Umkehrsatz Satz 13.2.1
i j=1

N

gibt es offene Umgebungen O € C x R”~¢ von (0) und P von x derart, dass ®|p : O — P
ein Diffeomorphismus und somit auch ein Homéomorphismus ist.

Die Menge O N (R? x {0}) C C x {0} ist von der Form C; x {0} mit einer offenen
Teilmenge C; € C, s € C;. Also ist ¢(C;) offen in M beziiglich der Spurtopologie.
Infolge gilt x = ¢(s) € ¢(C1) = M N W fiir ein in R? offenes W.

Die Mengen U, := W N Pund D, := (D|51(W N P) (C O) sind dann beide offen
in R?, und enthalten x bzw. (8) Als Einschréinkung eines Diffeomorphismus ist @|, :
U, — D, auch ein solcher, wobei

U,NnM=U,NnWNM=U,N§C) = Dlo(Dy) N Dlp(ON (R x {0}))
= Dlo(Dy N (R x{0D)
Die letzte Gleichheit ist eine Folge der Injektivitit von ®@|y. Bezeichnen wir schlielich

die Inverse von @y, : U, — D, als ¢, so haben wir eine Karte von M mit x in ihrem
Definitionsbereich gefunden. a

3 Also eine in beide Richtungen stetige Abbildung, wobei ¢(C) mit der Spurtopologie versehen ist; vgl.
(12.14). Es sei daran erinnert, dass die Spurtopologie auf ¢(C), welche die Euklidischen Topologie von R?
auf ¢(C) induziert, mit der Spurtopologie auf ¢(C) iibereinstimmt, welche die Spurtopologie von M auf ¢(C)
induziert; vgl. Korollar 12.5.4.
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13.4.10 Bemerkung. Im Beweis von Satz 13.4.9 habe wir in der Tat gezeigt, dass es fiir
eine Einbettung ¢ : C — M, ein x € ¢(C) und wy, ..., w,_4 € R?, welche zusammen
mit dem Bildraum von d¢(¢~'(x)) ganz R? aufspannen, eine Karte ¢ gibt mit Cy,CC,

x € ¢,(C,) und ¢, = $lc,. Wegen (13.17) gilt zudem dga—l((f_)’,f;,)(ell ... leq) = de(t)
=
und dg™'(, gj)’Pgld)(ed+1| -..lep) = (wil...|wp_g) fiir alle (( &Q:) € D,.

13.4.11 Beispiel. Betrachte die offene Teilmenge O := R3\ ({0}x{0}xR) des Dreiraumes,
und die darauf definierte Funktion F : O — R,

X
F[y]:( X+ =2Y+7 -1,
<

Wir haben den Definitionsbereich O so gewihlt, dass immer x> + y? # 0. Somit ist F
darauf stetig differenzierbar, wobei

X
X2+y2-2 X2+y2=2
F =(2 2 2z] .
‘ [z] (x Ve TR Z)

Setzt man M = {(x,y,2)7 € O : F((x,y,2)") = 0}, und nimmt man ein (x,y,z)7 € M
her, so ist im Falle z # O der letzte Eintrag von dF((x,y, z)T) ungleich Null. Ist z = 0,
so gilt 0 = F((x,y,2)") = (4/x +y* — 2)> — 1 und infolge /x> +y2 —2 = +1. Wegen
(x,v,2)" € O gilt \/x2+y? # 0, und die zweite oder dritte Spalte von dF((x,y,z)")
verschwindet nicht.

In jedem Fall gilt dF((x,y,2)7) # (0,0,0). Also ist M gemiB Satz 13.4.4 eine
2-dimensionale Mannigfaltigkeit im R?, die man auch als 2-dimensionalen Torus be-
zeichnet. Die Funktion ¢ : [-7, ) X [-7, 1) = O C R?,

o (2 + cosB)cosa
¢( ) =|(2+cosh)sina
0 .
sin @
ist offensichtlich stetig, und man rechnet leicht nach, dass F o ¢ = 0, also dass ¢ nach
M hinein abbildet. Auierdem gilt im Falle ¢>(‘;) =(xy,2)7

(cos G) ( VX2 +y? - 2) (cos a) 1 (x)
S - , -— ). (13.18)
sin 6 z [Z+yr

Daraus erkennt man, dass ¢ injektiv ist. Ist umgekehrt (x, y, z)” € O mit F((x,y,z)") = 0,
so liegen die beiden rechten Seiten in (13.18) jeweils auf der Einheitskreislinie S =
(&n)' e R2: fz + nz = 1}. Es gibt daher eindeutige «, 6 € [, ) so, dass (13.18) gilt,
vgl. Definition 6.9.11 und Bemerkung 6.9.12. Also gilt ¢((, 0)") = (x,y,2)".

Alsoist ¢ : [-m, m) X [-,m) — M eine Bijektion, wobei

sina

x
o({-n} X [-m, 7)) = {[y] EM:y=0,x< O} =
Z
{x

y
4

eER:(x+2)?%+7 = 1,y:0} =K
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und

x
¢([-m, ) X {-n}) = {[y EM:z=0,\|x2+)2-2= —1} =

o

Die Einschrinkung ¢|xx(-zx 1St somit eine Bijektion von (—m,7) X (-x, ) auf
M\ (K, U K;). Man beachte, dass die Kreise K; und K, eindimensionale Mannigfaltig-
keiten im R? sind, die beide in M enthalten sind. Da K; und K, sogar abgeschlossene
Teilmengen von M sind, ist M \ (K; U K3) offen in M.

Nun ist @l(—rmx(-rx offensichtlich C 1. Da die Bijektion S +— (cosp, sin,B)T als
Abbildung von (-, ) auf S\ {(—=1, 0)”} in beide Richtungen stetig ist, vgl. Proposition
6.9.13, folgt aus (13.18), dass auch ¢|(‘_1n’ﬂ)x(_ﬂ’ﬂ) stetig auf M \ (K} U K3) ist. Schliellich
gilt fiir (@, 6) € (-7, ) X (-7, 1)

€R3:x2+y2=1,z=0}=:K2.

(2+cosf)cosa —sinfsina | .

—(2+cosf)sinae —sinfcosa
a
o)
0 cos @

Da diese Matrix immer vollen Rang hat, ist ¢|(_r x)x(-xr) €ine Einbettung
13.4.12 Fakta.

1. p-dimensionale Mannigfaltigkeiten in R” sind genau die offenen Teilmengen
von R”. In der Tat folgt wegen R” x {0} = RP”, dass fiir x € M und fiir den
C'-Diffeomorphismus ¢ : U, — D, aus Definition 13.4.1 (U, " M) = D, =
¢(U,) und daher x € U, € M. Also ist eine p-dimensionale Mannigfaltigkeit
Vereinigung von offenen Mengen und somit M selber offen. Umgekehrt ist fiir
ein offenes M C R” die Abbildung idy, : M — M ein Diffeomorphismus wie in
Definition 13.4.1 gefordert.

2. Mit der Charakterisierung von Mannigfaltigkeiten in Satz 13.4.9 erkennt man
leicht, dass fiir eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit M im R” mit M C R" x {0}
auch (M) eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit im R" ist, wobei 7 : R” — R”
fiir die Projektion auf die ersten n Koordinaten steht.

3. Daes zu jedem affinen Unterraum X C R” der Dimension d eine affine Bijektion
T : R? — R? gibt, welche R¢ x {0} auf X abbildet, kann man bei der Definition
von Karten in Definition 13.4.1 R x {0} durch irgendeinen affinen Unterraum der
Dimension d ersetzen und erhilt dasselbe Konzept von Mannigfaltigkeiten.

4. Jede Einschridnkung |y, : U, — D, einer Karte ¢ : U, — D, einer Mannigfal-
tigkeit M im R” mit D}, = ¢(Uy,) ist wieder eine Karte von M.

5. Infolge ist jede beziiglich der Spurtopologie offene Teilmenge P # () einer Man-
nigfaltigkeit M im R”, dh. P = M n O fiir eine in R? offene Teilmenge O # 0,
eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit.

6. Aus dem vorletzten Punkt und aus Definition 13.4.1 erkennen wir, dass eine
Teilmenge M von R” genau dann eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit ist, wenn
es zu jedem x € M eine beziiglich der Spurtopologie offene, x enthaltende
Teilmenge P von M gibt, welche eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit in R” ist.
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7. Sind M, M, zwei d-dimensionale Mannigfaltigkeiten in R”, welche getrennt
sind, dh. M; N M, = 0 = M N M, so ist auch M; U M, eine d-dimensionale
Mannigfaltigkeit in R?.

Allgemeiner gilt, dass fiir eine Familie M;,i € I, von d-dimensionalen Mannigfal-
tigkeiten in R” mit M; N (J;,.; M; = 0 fiir alle j € I folgt, dass auch (J,e; M; eine
d-dimensionale Mannigfaltigkeit in R” ist.

8. Seien O, P C R? offen, und sei T : O — P ein Diffeomorphismus. Ist M C R”
eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit mit M € O, so ist auch T(M) eine d-
dimensionale Mannigfaltigkeit im R”.

13.4.13 Beispiel.

(i) Die obere Halbkugel M = {x € S? : x3 > 0} ist als beziiglich der Spurtopologie
offene Teilmenge von S? selber eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit im R>.

(if) Betrachtet man den Diffeomorphismus 7 : R? — R3, T((x,y,2)") = 2(x,y,2)7, so
folgt, dass mit der Oberfliiche S? der Einheitskugel auch die Oberfliiche 2 - 2 der
Kugel mit Radius 2 eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit im R3 ist.

(iii) Betrachtet man den Diffeomorphismus T : R? — R2, T((x,y)") = (2x,y), so
folgt sofort, dass mit der Einheitskreislinie S auch die Ellipse

()= =)

eine 1-dimensionale Mannigfaltigkeit im R? ist.

(iv) Die Vereinigung von S2 und 2 - §2, d.h. der Kugeloberfliche der Kugel mit Radius
2, ist auch eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit im R>.

(v) Die Teilmenge
M=|_JRxn)

neN

ist eine 1-dimensionale Mannigfaltigkeit im R

Nicht alle implizit definierten Objekte sind Mannigfaltigkeiten, wie am folgenden
Beispiel zu erkennen ist.

13.4.14 Beispiel. Die Teilmenge M (Lemniskate) des R?, die durch (a > 0 fest)
X 2
F = xz+y2 -2d% xz—y2 =0
()= (2 22 =)

beschrieben wird, stellt einen liegenden Achter dar. Auf diese implizit beschriebene
Teilmenge der Ebene lisst sich Satz 13.4.4 nicht anwenden, da dF((0,0)7) = (0, 0) nicht
vollen Rang hat.

In der Tat ist M keine 1-dimensionale Mannigfaltigkeit. Um das einzusehen, be-
trachte man den Schnittpunkt (0, 0)” der zwei Schleifen. Wenn M eine Mannigfaltigkeit
wiire, so gibt es eine Karte ¢ : U, — D, mit (0, 0) € U,. Mit dem offenen C C R so,
dass C x {0} = D, N (R N {0}), wiire auch ¢ : C — M N U, definiert durch

B(s) = ¢‘1((S))
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ein Hom6omorphismus. Setzen wir a := ¢~!((0,0)"), so wiire ¢((a — €, a + €)) eine
Umgebung V von (0,0)7 in M derart, dass V \ {(0,0)7} Vereinigung der beiden zu-
sammenhédngenden Mengen ¢((a — €, a)) und ¢((a, a + €)) ist, denn stetige Bilder von
zusammenhidngenden Mengen sind zusammenhéngend; siehe Proposition 6.2.4. Im
Widerspruch dazu zerfillt V \ {(0,0)7} in mindestens vier disjunkte zusammenhingende
und untereinander getrennte Mengen.

NN
NN

Abbildung 13.5: Lemniskate: (x* +y?)? — 2(x* —y*) = 0

13.5 Tangentialriume

13.5.1 Definition. Sei M eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit im R” und x € M.
Weiters sei ¢ : U, — D, eine Karte von M wie in Definition 13.4.1 mit x € U,,. Der
d-dimensionalen Unterraum®

(d(x) ™ (R % {0)
von R? bezeichnen wir als Tangentialraum T, von M im Punkt x.

Diese Definition von T, hat den Schonheitsfehler, dass sie ad hoc von der gewihlten
Karte abhingt. Um zu zeigen, dass jede Karte denselben Tangentialraum gibt, betrachte
zunéchst ein regulidres A € RP*P. Fiir 0 < d < p gilt

(AT({O} X Rf’*d))L =ATTRI % {0}). (13.19)

In der Tat bedeutet x L AT ({0} x RP~?) nichts anderes als (x,ATy) = 0 fiir alle y €
{0} x RP~4. Das ist dquivalent zu (Ax,y) = O fiir alle y € {0} x R, und damit zu
Ax € ({0} x R4 = R? x {0} bzw. zu x € A™'(RY x {0}).

13.5.2 Lemma. Sei M cine d-dimensionale Mannigfaltigkeit im R”, O C R? offen und
x € M N O. Weiters sei ¢ : U, — D, eine Karte von M mit x € U, wie in Definition
13.4.1, und seien s € RY und C C RY offen derart, dass C x {0} = (O N Uy,)n (R x{0))

und () = o(x) (€ C x {O}).
(@) Ist ¢, die zu ¢ gehorige Einbettung wie in (13.15), so gilt

(de0)” 10y x R = (dp))™ ®R? x {0)) (13.20)
= dg™ (p(x)) (R X {0}) = d, (¢, (X)) R?.

6 Als Bild eines d-dimensionalen Unterraumes unter einer bijektiven linearen Abbildung ist 7', sicherlich
d-dimensional.
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(ii) Ist fiir ein stetig differenzierbares f : O — RF die C'-Funktion g : C — R¥
definiert durch
_1ft
1) = R
g =fogp (0)
so ist

dg(s) =0 dquivalent zu df(x)"RF L (dp(x)) " (R x {0}). (13.21)

(iii) Falls M lokal bei x implizit durch F : O — R~ wie in Satz 13.4.4 definiert ist, so
gilt
de(x)" ({0} x RP™) = dF (x)"RP . (13.22)

(iv) Die Definition des Tangentialraumes T, ist unabhdngig von der gewdhlten Karte
@ solange nur x € U,.

Beweis.

(i) Die Relation (13.20) folgt unmittelbar aus (13.19), dem Umkehrsatz, sowie
(13.16).

(if) Fiir die C'-Funktion g : C — R gilt nach der Kettenregel

dg(s) = df(x) d<p_1(g) (erl.lea),

woraus (13.21) folgt.

(iii) Fir F wie in unserer Aussage ist die Abbildung
CosH Foga_l(g) e R

und infolge auch ihre Ableitung identisch gleich Null. GemaB (13.21) stehen alle
Zeilen von dF(x) normal auf die ersten d Spalten von (dg(x))"". Da die p — d
Zeilen von dF(x) gemif Satz 13.4.4 linear unabhingig sind, stimmt dF(x)" RP~¢
mit dem (p — d)-dimensionalen orthogonalen Komplement von (de(x)™')(R9 x {0})
iibereinstimmt. (13.22) folgt somit aus (13.20).

@) Istx : U, — D, eine weitere Karte von M mit x € U,,, dann gilt nach Bemerkung
13.4.5, dass fiir die Projektion F(y) von ¢(y) auf die hinteren p — d Koordinaten
M n U, implizit durch F(y) = O definiert ist. Nach (13.22), angewandt auf die
Karte y, gilt

dy(0)” ({0} x R = dF(x)"R7™ = dp(x)" ({0} x RP™?),

woraus wir durch Komplementbildung zusammen mit (13.20) erhalten, dass
dy ()" (R X {0}) = dep(x) "' R x {0)). Q

Im Falle d = p — 1 ist das orthogonale Komplement

TH={yeR’:(y,z) =0 firalle z € T,}
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eindimensional. Also gibt es genau zwei normal auf 7', stehende Vektoren der Linge
eins vy, v, wobei v; = —v,. Diese nennt man Normalvektoren auf T,. Ist ¢ eine Karte
von M, so erkennen wir aus (13.20), dass firxe M N U,

Vy(x) = do(x)'e, (13.23)

1
llde(x)" el
und —v,(x) die Normalvektoren auf 7', sind. Da v,(x) in (13.23) stetig von x e M N U,
abhingt, erhalten wir folgende Aussage.

13.5.3 Korollar. Um jeden Punkt y einer (p — 1)-dimensionalen Mannigfaltigkeit gibt
es eine Umgebung U(y) und eine stetige Funktion v : U(y) N M — RP? so, dass v(x) ein
Normalvektor auf T, ist fiir alle x € U(y) N M. Also konnen wir zumindest lokal um y
eine stetige Normale finden.

13.5.4 Bemerkung. Wie man etwa an Beispiel 13.5.5, (ii), erkennt, kann es sogar eine
stetige Abbildung v(x) geben, die auf ganz M definiert ist, wobei v(x) fiir alle x € M ein
Normalvektor ist.

Wir werden spiter sehen, dass eine Mannigfaltigkeit, die wie die Kugeloberfliche
im Rand einer offenen Teilmenge von R” enthalten ist, immer eine {iberall auf M stetige
Normale hat.

Es gibt aber auch 2-dimensionale Mannigfaltigkeiten im R? derart, dass man keine
global definierte, stetige Normale findet. Ein Beispiel dafiir ist das Mobiusband.

Ist M wieder (p — 1)-dimensional und lokal bei x implizit durch F : O — R definiert,
so folgt aus Lemma 13.5.2 auch, dass

+— JdF(x)T
HareorR F ™

die Normalvektoren auf T sind.

13.5.5 Beispiel.

(i) Als ganz einfaches Beispiel sei M die Gerade {(a,b)" : b = ka + d} in RZ. Diese
ist durch b — ka — d = 0 implizit definiert, und hat daher im Punkt (a, b)” eine

L (k) Ty : : L (k
Normale W( | ) Die zweite Normale ist W(—l)'

(i) Ist x € S?%, wobei §? die Einheitskugeloberfliche ist, welche ja durch
F(En,OT) = +1* + * — 1 = 0 definiert ist, so ist (x = (a, b,c)")

1

— __dF)T =
arcory

1 2a a
—|2b|=|b|=x
2Va? + b2+ 2 |9, c
Normalvektor auf T,.

(iii) Die 2-dimensionale Mannigfaltigkeit M, die durch F((&,n,0)") = &>+ > - 1=0,
im R? implizit definiert ist, stellt einen Zylinder dar. Fiir x € M gilt (x = (a, b, c)")

1 ., 1 2a a
———dF =———|2b|=|b]|.
aror Y T e o)l
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(iv) Die Menge M C R?, die durch

F((x,9,207) = ({Jx2+y2 =2 +22=1=0

definiert ist, haben wir in Beispiel 13.4.11 als 2-dimensionale Mannigfaltigkeit
identifiziert, wobei fiir x> + y> # 0 gilt

T |2x Voo
X \/xzﬂ,z
dF[ ] =, V222
T

2z

Fiir (x,y,z)" € M ist die Linge dieses Vektors zum Quadrat

[2 42 —2)? 2412 —2)
PEIG b MG E: _ ) +4z2=4((,/x2+y2—2)2+z2)=4.

x2 +y2 X2 +y

Also ist
Vx24+y2-2
X
VaZ2+y?
X2+y2-2
y A /x2+y2

Z

ein Normalvektor auf 7'y y.
Satz 13.4.4 gestattet eine Verfeinerung.

13.5.6 Satz (Rangsatz*). Sei O C R? offen und F : O — R" stetig differenzierbar,
und sei dF(x) € R™? fiir alle x € O vom Rang kleiner oder gleich m. Falls dann
rang dF (x) = m fiir alle x € M, wobei

M={xeO:F(x) =0},
so ist M eine (p — m)-dimensionale Mannigfaltigkeit, falls M + 0.

Beweis. Fir x € M # 0 gilt m = rangdF(x) < min(n, p), wodurch dF(x) genau m
linear unabhingige Zeilen hat. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir
annehmen, dass die ersten m Zeilen linear unabhingig sind. Die Stetigkeit der Determi-
nantenfunktion, angewandt auf geeignete m Spalten der ersten m Zeilen von dF(y), gibt
uns die Existenz einer in R” offenen Umgebung V C O von x derart, dass die ersten m
Zeilen von dF (y) fiir alle y € V linear unabhéngig sind. Laut Voraussetzung gilt dann
rangdF(y) = mfiralley € V.

Bezeichnet F(y) fiir y € V die ersten m Eintrdge von F(y), so erhalten wir eine
C!-Funktion F; : V — R, welche die Voraussetzungen von Satz 13.4.4 erfiillt, womit

L:={z€V:Fi(z) =0}

eine x enthaltende, (p — m)-dimensionale Mannigfaltigkeit abgibt. Sei nun ¢ eine Karte
von L mit x € L N U,. Wir konnen dabei U, C V und D,, als konvex annehmen; vgl.
Fakta 13.4.12, 4. Bezeichnet C C R”™™ die offene Menge mit Cx{0} = D,N(R™ x{0}),
so ist diese auch konvex und es gilt ¢(x) € C X {0}.
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Der j-te Eintrag f;(y) := ejTF(y), yeV,von F(y) firein j € {m+1,...,n} gibt eine
C'-Funktion fi V. — R. Dabei ist dfj(y) genau die j-te Zeile von dF(y), und wegen
rang dF (y) = rang dF|(y) in der linearen Hiille von dF(y) enthalten. Aus (13.20) und
(13.22) folgt daher

dfi)" L de(y)'(RP™™ x {0}) firalle ye LNU,. (13.24)

Wegen (13.21) ist dann die Ableitung der Funktion

C> SHijgol(g)ER
auf C Null. Infolge ist diese Funktion konstant gleich einem ¢ € R; vgl. Korollar 10.1.24.
Wegen ¢(x) € C x {0} folgt ¢ = f;(x) = 0 und somit f; = 0 auf L N U,,. Also sind die
Eintridge m + 1 bis n von F(y) identisch Null fiir y € L N U, wodurch

LNU,={z€U,: F(z)=0}.

Mit Fakta 13.4.12, 5 und 6, identifizieren wir infolge M als (p — m)-dimensionale
Mannigfaltigkeit. Q

In diesem Abschnitt wollen wir uns noch der Suche von lokalen Minima und lokalen
Maxima von reellwertigen Funktionen f : O € R” — R mit offenem O widmen. Wir
interessieren uns aber nicht fiir lokale Extrema von f, sondern suchen die lokalen
Extrema der Funktion f|y; : M — R, wobei M C O eine durch F : O — R”~? gemif
Satz 13.4.4 implizit definierte Mannigfaltigkeit ist.

Wir suchen quasi lokale Maxima (Minima) von f unter der Nebenbedingung F = 0,
also y € O mit F(y) = 0 derart, dass fiir eine gewisse Kugel Us(y) € O

xeUs(y), F(x) =0= f(x) < () f») (13.25)

gilt. Um diese lokalen Extrema mit Nebenbedingung zu finden, ist uns folgender Satz
behilflich.

13.5.7 Satz (Lagrangesche Multiplikatorenregel). Hat die Funktion f : O CR? - R
an der Stelle y ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung F = O mit einer stetig
differenzierbaren Funktion F : O — RP™ und hat die Ableitung dF (y) vollen Rang, so
gibt es ein’yu € RP~¢ derart, dass fiir die Funktion H : O x RP~4 C RP* 0~ L R

p—d
H(x, A) := f(x) + (4, F(x)) = f(x) + Z A;iF (%)
=1

(v, ) ein stationdrer Punkt ist, d.h. dH(y,u) = 0. Es gelten also an dieser Stelle die
Gleichungen

of &S oF;
6_)@()’)4‘]2;#1'6—)@()/)—0, i=1,...,p,

Fiyn=0, j=1,...,p—d.

7Man spricht von den Lagrangeschen Multiplikatoren.
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Beweis. Da wir ohnehin nur y € O behandeln, fiir die dF(y) vollen Rang hat, konnen
wir O notigenfalls durch das kleinere {x € O : rangdF(x) = p — d}® ersetzen. Also
konnen wir annehmen, dass dF (x) fiir alle x € O vollen Rang hat. Geméi8 Satz 13.4.4
ist M = {x € O : F(x) = 0} eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit.

Sei nun y € M ein lokales Extremum, und ¢ : U, — D, eine Karte mity € U, N M
wie in Definition 13.4.1 mit U, C O. Fiir das offene C C R? mit Cx{0} = D,N (R4 x{0})
hat die C'-Funktion g : C — R definiert durch g() = f o¢™!()) bei jenem s € C, fiir das

(5) = () gilt, ein lokales Extremum. Wegen Satz 10.3.1 und (13.21) folgt df(y)" L T,.

Mit Lemma 13.5.2 erhalten wir daraus df(y)" € dF(y)" RP~4. Also gibt es ein u € RP~4
mit

dfy’ =dFe)" (-w). .
13.5.8 Beispiel. Als einfaches Beispiel betrachte die Funktion f : R> — R,

f(f) ey
n

Wir wollen alle Extrema dieser Funktion auf T = {x € R? : ||lx], = 1} finden. Of-
fensichtlich entspricht das dem Aufsuchen aller Extrema der Funktion f unter der
Nebenbedingung F(x) = 0, wobei

F(§)=§2+n2—1.
n

Wegen dF((&,n)7)) = (2€ 2n7) # (0 0) fiir (¢, n)T € T, ist die Regularititsbedingung von
Satz 13.5.7 erfiillt. Setzen wir (x = (¢,n7)" € R?, 1€ R)

HED D) = f(X) + 4 F(x) = €% + A& + > - 4,

so wissen wir aus Satz 13.5.7, dass alle Losungen von dH(¢, 1, 4) = 0 Kandidaten fiir
lokale Extrema sind. Wir 16sen also

OH
a—g(f, n,A) =260 + 22 =260 + ) =0,

H
%—U(E, m,A) =28+ 22 =29(E + ) =0,

0H &\ _ o, 2
a5 S ,/l = F = + - 1 = 0.
a1 & m A (n) &+

(@) Isté =0, so muss 7 = =1 und daher A = 0.

(ii) Istp =0, so muss ¢ = =1 und daher 2 = 0.

(iii) Sind beide &, 7 # 0, so folgt aus den ersten beiden Gleichungen &> + > = =21 und
2 4.2 —_1 feg=+L p=4L
aus der letzten &~ +n° = 1. Also 4 = —5 sowie § = + B 1=t
Aus f((&,n)7) = &4 folgt sofort, dass iiberall f((£,17)7) > 0, wenn beide &,7 # 0.
Somit sind die vier Punkte (+1,0)7, (0, +1)7 Minima auf T.
An jedem der vier Punkte (i%, i\%)T nimmt f den Wert i an. Da T kompakt ist,
muss f darauf ein oder mehrere Maxima haben, welche in unserer Kandidatenmenge
1 1

enthalten sein miissen. Also sind die vier Punkte (i%, iTE)T alle Maxima von f auf
T.

8Man beachte, dass diese Menge wegen der Stetigkeit der Determinantenfunktion tatsichlich offen ist.
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13.5.9 Beispiel. Sei A = (a; ;) € R™" symmetrisch, d.h. AT = A. Wir suchen das
Maximum und das Minimum von f : R* - R, x — xT Ax auf der Kugeloberfliche
{x € R" : ||x|l, = 1}. Also suchen wir Extrema von f unter der Nebenbedingung
Fx)y=1-x"x=1- Py sz., wobei x = (&1,...,&)".

Zunichst ist dF(x) = —2x7 vom Rang eins fiir alle x auf der Kugeloberfliche. Also
liefert uns Satz 13.5.7 ein notwendiges Kriterium fiir die gesuchten Extrema. Man hat

Hx, )= x"TAx+ 21 = x"x)=xT(A=ADx+ 2= (A - ADx,x) + A.

n
ij=1

Mit der Produktregel fiir Skalarprodukte und wegen der Symmetrie von A folgt
OH

£ (x, ) =((A—-ADe;, x) + (A —ADx,e;)) = 2(Ax — /lx)Te,- s

dH(x, 1) = 2(Ax — Ax)T |1 = xTx).

Die stationiren Punkte miissen also (Ax — Ax) = (A — A)x = Ound 1 — x” x = 0 erfiillen.
Somit kommen nur Eigenvektoren fiir die Extrema in Frage. Ist x ein Eigenvektor zum
Eigenwert A, so folgt f(x) = x’Ax = xT Ax = A.

Da die Kugeloberfliche kompakt ist, existieren Minimum und Maximum. Wir
erhalten also fiir x € R”, ||x|], = 1

T
Amin £ X" Ax < Aax

wobei A, der kleinste und A,,,, der grofite Eigenwert von A ist.

Mit den iiblichen Uberlegungen, wobei man komplexe n-Vektoren und nxn-Matrizen
mit reellen (2n)-Vektoren bzw. (2n)x(2n)-Matrizen identifiziert, ergibt sich fiir komplexe,
symmetrische n X n-Matrizen A, dass Ayin < 2°AZ < Apax, 2 € C*, |23 = i 11> = 1.

13.6 Gebiete mit orientierbarem Rand

13.6.1 Definition. Sei G C R” eine offene Menge und 4G := G \ G° ihr topologischer
Rand.

Ist x € G, so sagen wir, dass bei x der Rand durch eine (p — 1)-dimensionale
Mannigfaltigkeit dargestellt wird, wenn es eine offene Umgebung W von x in R? derart
gibt, dass G N W eine (p — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit ist. Die Menge aller
solchen x wollen wir mit® 9°G bezeichnen.

13.6.2 Bemerkung. Mit x gehort offenbar ganz dG N W zu 9°G. Wir schlieBen, dass 0°G
als Teilmenge von dG in der Spurtopologie offen ist, und aus Fakta 13.4.12, 6, dass 0°G
als Ganzes eine (p — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit ist.

Ziel ist es nun, durch einen Punkt x € °G eine Normale auf die Tangentialebene zu
legen, die anschaulich ins Auflere, also nach G zeigt. Das geht sicher nicht immer, wie
man anhand des folgenden Beispiels erkennt.

13.6.3 Beispiel. Man betrachte etwa den offenen Einheitskreis im R? ohne die x- Achse,
d.h.
G={xeR?:|xlh <1, xo #0}.

Man sieht unschwer, dass 0G = {x : [|xl]l, = 1} U{x: x =0,-1 < x; < 1}.

AuBerdem ist °G = {x : |lx], = 1,x, # 0}U{x : x, = 0,—1 < x; < 1}, wobei sich
nur durch die Punkte von {x : ||x]l, = 1, x, # 0} eine Normale, die ins AuBere zeigt,
legen ldsst. Letztere Menge werden wir in Definition 13.6.6 als 9°G bezeichnen.

9Der Buchstabe s in §* steht fiir das englische Wort ‘smooth’.
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G mit 0G G mit 0°G G mit 0°G

Abbildung 13.6: Die Menge G mit den unterschiedlichen Réndern

Um zu erkennen, wann man durch x € §°G eine Normale auf die Tangentialebene
legen kann, die ins AuBere zeigt, sei wieder ¢ : U, — D, eine Karte von 4°G mit
x € Uy, N 8°G, wobei wir nach einer etwaigen Verkleinerung von U, annehmen kdnnen,
dass U, N 0°G = U, N 0G; vgl. Bemerkung 13.6.2. Dann gilt

@(x) € p(U, N 0°G) = D, N (R x {0}).

Indem wir etwa von D, zu U(L”"”(go(x)) fiir ein hinreichend kleines ¢ > 0 iibergehen, und
ga‘l(U‘!‘”“’ (¢(x))) anstatt U,, betrachten, konnen wir annehmen, dass

D} := Dy N (R”™! x (0, +0)) sowie D := Dy N (R’ x (—00,0)) (13.26)

zusammenhingende Teilmengen von R sind. Als stetiges Bild zusammenhéngender
Mengen sind auch
U; :==¢ (D)) und U, :=¢ '(D}) (13.27)

zusammenhingend.

13.6.4 Lemma. Fiir ein offenes G C R” sei x € 3°G, und sei ¢ : U, — D, eine
Karte von 0°G mit x € U, N 8°G derart, dass U, N °G = U, N 6G und dass Di
zusammenhdngende Teilmengen von RP sind. Dann gilt genau eine der folgenden
Aussagen

(i) UyNG=USUU; und U, NG =0,
(i) U,NG=U}und U,nG = Uy,
(iii) Uy NG = U, und U,NG = Uy,

Ersetzt man ¢ durch die Karte S o ¢ : U, — S(D,), wobei § € L(R?,R”) mit
S(X15. 00y Xp-1, xp)T = (X15.00, Xp_1, —xp)T, dann tritt fiir S o ¢ Fall (iii) ((ii), (i)) ein,
wenn fiir ¢ der Fall (ii) ((iii), (i)) zutrifft.

Beweis. Als disjunkte und offene Mengen sind G und G getrennt; siehe Definition
6.2.2. Auflerdem gilt

dGNU; =GN U, NUS =¢(Dy 0 (RP X {0) N Dy 0 (RP™ x (0, +09))) = 0.
Entsprechend sehen wir G N U, = 0. Wegen R” = GUOGUG" folgt

UE = (UENGUUENG).
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Also ist die zusammenhéingende Menge U Vereinigung getrennter Mengen. Wir schlie-
Ben auf U; C G oder U;f C G*. Wiren dabei U;f und U in G enthalten, so folgte

U, =U;U(U,N&G)UU, CIGUG =G°.

Infolge wire x nicht in G und damit nicht in G enthalten.

Wegen Usg., = U, und Usim/J = U; ist die letzte Aussage klar. a

13.6.5 Korollar. Treten in Lemma 13.6.4 die Fidlle (ii) oder (iii) ein, so gilt fiir alle
yeU,NGG

V\NOG # VNG fiir alle in R? offenen Umgebungen V von y. (13.28)

Gilt umgekehrt (13.28) fiir nur ein’y € U, N 8°G, so muss Fall (ii) oder (iii) eintreten.

Beweis. Angenommen es gilt (ii) von Lemma 13.6.4, und V ist eine beliebige offene
Umgebung von irgendeinem y € U, N 8°G = U, N 0G. Dann ist p(V N U,,) eine offene

Umgebung von (6) := ¢(y) und enthilt damit Punkte (;) € D, woraus

!
tpl(f)EVﬁ U, CV\dG

folgt. Der Punkt go‘l(;) liegt aber sicher nicht in G, da er sonst voraussetzungsgemaf
auch in U;f =GN U, wire. Also gilt V\ G # V N G. Im Fall (iii) von Lemma 13.6.4
zeigt man entsprechend V \ 0G # VN G.

Gilt umgekehrt V \ G # V N G fiir alle offenen Umgebungen von einem einzigen
y € U, N 8°G, so kann nicht Fall (i) von Lemma 13.6.4 eintreten, da dann ja V = U,
der Bedingung V \ dG # V N G nicht geniigen wiirde. a

13.6.6 Definition. Wir sagen, dass G bei einem Punkt y € 9°G auf einer Seite von G
liegt, falls (13.28) gilt. Die Menge aller solchen y € §*G bezeichnen wir mit'® 3°G .

13.6.7 Bemerkung. Aus Korollar 13.6.5 erkennen wir, dass x genau dann auf einer Seite
von G liegt, wenn Punkt (ii) oder (iii) in Lemma 13.6.4 zutrifft. Daraus und aus Korollar
13.6.5 wiederum folgt, dass mit x auch die ganze Menge U, N 8°G in 0°G enthalten ist.
Also ist die Menge 0°G eine in 0°G beziiglich der Spurtopologie offene Teilmenge, und
infolge ist 3°G eine (p — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit; vgl. Fakta 13.4.12, 5,.

Genauso sieht man, dass 9°G \ 0°G, also die Menge aller x € 9°G, die nicht auf
einer Seite von G liegen, offen in §°G beziiglich der Spurtopologie ist.

Mit den Voraussetzungen von Lemma 13.6.4 betrachten wir y € U, N 6°G und fiir
u € R”\ {0} und fiir ein p > 0 mity + (—p, +p)u C U, die Abbildung

g1 (=p,+p) = R, g(&) = e (y +&u).
Nach (13.26) und (13.27) gilt y + éu € U; genau dann, wenn +g(¢) > 0. Weiters ist g
stetig differenzierbar, wobei g’(£) = e£d<p(y + u)u. Mit (13.23) erkennen wir
, T T r T
g'(0) = ehde(u = || (e)de()) Il ve(y) u.

Aus £g’(0) > 0 wegen g(0) = 0 auch +g(£) > 0, also y+&u € U;f fiir hinreichend kleine
0 < & < p. Somit haben wir folgendes Korollar von Lemma 13.6.4 bewiesen.

19Der Buchstabe o in @ steht fiir ‘orientierbar’.
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13.6.8 Korollar. Mit den Voraussetzungen von Lemma 13.6.4 seiy € U, N 8°G und
u € R?\ {0}. Je nach dem in Lemma 13.6.4 eintretenden Fall gilt fiir ¢ € R mit
hinreichend kleinem & > 0

(i) y+&u€ G, falls vy(y)'u # 0.
(il) y+£&u G, falls vo(y)"u> 0 und y + éu € G, falls v u < 0.
(iii) y + &u € G, falls v¢(y)Tu <Qundy+éuc G, falls v¢(y)Tu > 0.

Liegt insbesondere ein'y € U, N 0°G, und infolge alle y € U, N 6°G auf einer Seite von
G, also U, N 0°G C 0°G, und setzen wir v(y) := —v,(y) im Fall (it) und v(y) := v,(y) im
Fall (iii), so gilt

y=&v(y) €G und y+&v(y) eG’

fiir alle hinreichend kleinen & > 0. Wir nennen v(y) die dulere Normale auf T).

13.6.9 Bemerkung. Die Abbildung y — v(y) von 0°G nach R? ist auf jeder Menge der
Form U, Nd°G stetig. Da die Stetigkeit eine lokale Eigenschaft ist, ist y = v(y) auf ganz
0°G stetig. Insbesondere hat die Mannigfaltigkeit 0°G eine stetige Normalenfunktion.

13.6.10 Beispiel. Man betrachte wieder die Kugeloberfliiche S2 im R?, und zwar dieses
mal als Rand dG der offenen Kugel G = U;(0) um den Ursprung mit dem Radius eins.

Klarerweise ist der ganze Rand von G eine Mannigfaltigkeit, also 0°G = S?; siehe
Beispiel 13.4.6. Man sieht auch, dass G bei allen x € 9°G auf einer Seite von 9G liegt,
also 9°G = S2.

Die Tangentialebene T, an einen Punkt x = (x1, x5, x3)7 € G wird etwa durch die
Gleichung T, = {y € R3 : y;x; + y2x2 + y3x3 = 0} beschrieben und die duBere Normale
auf T, ist v(x) = x.

13.6.11 Beispiel. Man betrachte den Wiirfel
G=(-1,Dx(-1,)x(-1,1)CR>.

Man sieht unmittelbar G = [—1, 1] x [—1, 1] X [~1, 1], und somit ist dG die Vereinigung
der sechs Seitenflichen

Sy ={zl}x (L1 x(-1,1),
Sye =L D x {1} x(=1,1), S, =(-1,1) x(=1,1) x {£1},
und der zwolf Kanten E;, j=1,...,12,
{£1} x {1} X [-1, 1], {1} x [-1, 1] x {£1}, [-1,1] x {1} x {£1}.

Dabei ist
’G=S5,,US,_US,,US,_US_,US, . (13.29)

Wir wollen das exakt nachpriifen. Die Seitenflachen sind als beziiglich der Spurtopologie
offene Teilmengen von affinen Ebenen selbst 2-dimensionale Mannigfaltigkeiten. Ist
etwa (1,b,0)T € S x4+, s0 gilt fiir 0 < € < min(1 — |b|, 1 — |c|) sicherlich

1
4G N Uf{b] CS,.\ COG.
c
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Also liegt jeder Punkt von S, , in °G. Genauso folgt S, _,S,.,S.. € 8°G.

Da S, . in der affinen Ebene {x € R3 : x; — 1 = 0} enthalten ist, sind =(1,0,0)
die Normalen auf den Tangentialraum von S, , in jedem Punkt (1,b,¢)" € S, .. Die
Normalen durch jeden Punkt von S, _ auf die Tangentialebenen sind auch +(1, 0, 0).

Entsprechend sind +(0, 1, 0) (=(0, 0, 1)) die Normalen auf den Tangentialraum von
Sy+ (S;4+) in jedem Punkt (a, £1, ol e Syx ((a, b, +)les, ).

Waire ein Punkt aus dG, der nicht in einer dieser sechs Seitenflichen enthalten ist,
also etwa (1, 1,¢)” € {1} x {1} x [-1, 1], auch in 6°G, so gibt es nach Korollar 13.5.3
eine Umgebung U(1, 1, ¢)" und eine stetige Normalen-Funktion

vi(x)
v2(x)

v3(x)

x> v(x) =

auf U(1, 1,¢)T N 9°G.
Nun gibt es aber beliebig nahe bei (1, 1, c)” Punkte x aus S x.+- Nimmt man eine
Folge (x,) aus S, + N U(1, 1, o), welche gegen (1,1, o)f konvergiert, so folgt

. 1
v(x,,)rinz 11.
c

Von unserer Diskussion weiter oben wissen wir aber 0 = v,(x;,) = v3(x,). Somit folgt
0=v(1,1,0)7 =v3(1,1,0)7.

Andererseits gibt es aber beliebig nahe bei (1, 1, ¢)" Punkte x aus S y,+> und wir
schlieBen analog auf 0 = vi(1,1,¢)7 = v3(1,1,¢)”. Das ist nicht moglich, da ein
Normalvektor immer Léinge eins hat. Also kann (1, 1, )T nicht in 9°G liegen, und wir
haben (13.29) nachgewiesen.

Ist nun wieder (1,b,¢)" € S x4, so folgt fiir alle € (0, 1]

5 -5

und somit muss die Bedingung aus Definition 13.6.6 erfiillt sein, d.h. (1, b, ¢)T liegt auf
einer Seite von dG. Es folgt S, € 0°G. Fiir die anderen Seitenflichen entsprechend
argumentierend folgt 6°G = 9°G.
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Kapitel 14

Lebesgue Integral

14.1 Topologie und Messbarkeit

Wir wollen hier kurz einige Tatsachen aus der Malitheorie wiederholen und auch einen
Begriff einfithren, die Messbarkeit und Topologie in Verbindung bringen.

14.1.1 Definition. Sei (X, 7") ein topologischer Raum. Die o-Algebra A, (7), die von
T erzeugt wird, wollen wir mit B(7") bzw. B bezeichnen und die Mengen in B als
Borelmengen auf X benennen.

14.1.2 Fakta.

1. Ist R mit der euklidischen Topologie versehen, dh. mit der von der euklidischen
Metrik induzierten Topologie 7, so ist aus der MaBtheorie (Lemma 2.59 in [K])
bekannt, dass B(7,) mit B,, dh. mit der durch die d-dimensionalen halboffenen
Rechtecke

R = (al,bl] X - X (Cld,bd], ai,...,a4, b],...,bd € R, (141)
erzeugten o-Algebra, iibereinstimmt.

2. Ist (X, 7") ein topologischer Raum und Y C X, so versehen wir Y mit der Spur-
topologie 7y =7 NY = L;l(‘T), wobei ty : ¥ — X die Einbettungsabbildung
ist.

Wegen Satz 7.40 in [K] gilt nun A,(t;' (7)) = ¢;'(Ax(7)) und damit B(T ly) =
BT )NY.

3. Ist (X, 7) ein topologischer Raum und Y € X, so gilt im Fall Y € B(7") — also
insbesondere im Fall eines offenen oder abgeschlossenen Y — immer B(7 |y) =
B(T)NY C B(7) und daher

B(Tly) = (BeBT): BCY).

4. Sind (X, 7") und (Z, O) topologische Riume, und f : X — Z stetig, so ist f immer
B(7)-B(O)-messbar, denn die Urbilder von offenen Mengen sind offen und somit
in B(7"). Da B(O) von den offenen Mengen erzeugt wird, folgt die Messbarkeit
von f aus Satz 7.7 in [K].

33



34 KAPITEL 14. LEBESGUE INTEGRAL

Spéter werden wir auch folgende Tatsache bendtigen.

14.1.3 Lemma. Sei G C R eine nichtleere und offene Menge. Die o-Algebra B,NG
wird vom Semiring 3 aller d-dimensionalen R der Form (14.1), die zusdtzlich R C G
etfiillen, erzeugt.

Beweis. Offenbar gilt 35 € B,; N G und daher A,(Jg) € B, NG.

GemiB Fakta 14.1.2 wird B, N G von allen offenen Teilmengen 7 ,|¢ von G erzeugt.
Nun kann man jede offenen Teilmengen von G als Vereinigung von Rechtecken der
Form (14.1) mit Eckpunkten aus Q¢ und mit R C G schreiben. Da es nur abzihlbar
viele solcher Rechtecke gibt, ldsst sich jede offene Teilmenge von G als abzihlbare
Vereinigung von Rechtecken aus 3 schreiben. Also gilt 7,|c € A,(3¢) und damit
Ac(Tple) = BaNG S Ar(S0). d

14.2 Lebesgue Integral

Wir wollen am Anfang den im ersten Studienjahr kennengelernten Riemannschen Inte-
gralbegriff dem kiirzlich in der Maflitheorie erlernten Lebesgueschen Integral nochmals
gegeniiberstellen.

Dazu sei kurz an die Definition des letzteren erinnert. Wir werden uns dabei soweit
wie moglich an die Notation von [K] halten. Sei (Q, U, u) ein Mafsraum, also C eine
nichtleere Menge, 2 eine o-Algebra auf Q und u : A — [0, +oo] ein MaB.

Bezeichnet 7+ die Menge aller nichtnegativen Treppenfunktionen, also f € 7+ &

f=) el mit a;eR, U0}, AeNi=1,..n, (14.2)
i=1

SO ist ff du als Y7, a;ju(A;) (€ Ry U {0, +o0}) eindeutig, also unabhingig von der
Darstellung (14.2) von f, definiert.

Fiir jede AB messbare Funktion f:Q — R =RU{-00,+oo0} —also gilt f~1(B) e A
fiir alle Borelmengen B € B — mit Werten in [0, +oo] ist das Integral von f nach u
definiert durch

ffdu::sup{ftdu:te7'+,tsf}. (14.3)

Fiir nichtnegative Treppenfunktionen f stimmt das mit der urspriinglichen Definition
iberein.

Eine %|B messbare Funktion f : Q — R heift nun integrierbar, wenn f |f] dy im
obigen Sinne endlich ist. Da die Definition (14.3) offensichtlich monoton von f abhéngt,
dh. fi, o : Q = [0,+], fi < o = ffl du < ffz du, ist eine messbare Funktion
f : Q — R sicherlich dann integrierbar, wenn f eine integrierbare Majorante g hat, d.h.
es eine messbare Funktion g > 0 gibt mit f gdu < +oound g > |f].

Setzt man f, = max(f,0) und f- = max(~f,0), so sind mit [|f| du auch [ f. du
f f- du endlich. Das Integral iiber f ist dann definiert als f frdu— f f- du. Es ist nun
naheliegend, wie man das Integral von komplexwertigen Funktionen definiert.

14.2.1 Definition. Sei f : Q — C. Dann heif3it f messbar, wenn Re f und Im f messbar
sind.
Eine messbare Funktion f heif3t integrierbar, wenn Re f und Im f es sind, und man

definiert
ffdu:szefd,u+ifImfdp.
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14.2.2 Fakta.

1.

Bezeichnet B, die Menge aller Borelmengen auf C =~ R?, so folgt aus Satz 7.11
in [K], dass f genau dann im Sinne von Definition 14.2.1 messbar ist, wenn es
A|B, messbar ist.

Man iiberpriift durch Anwendung der bekannten Eigenschaften R-wertiger, mess-
barer Funktionen leicht, dass mit f und g auch |f], af, fg, f + g messbar sind,
wobei a € C.

Ist f(x) immer ungleich Null, so ist wegen der Stetigkeit und der damit verbunde-
nen B,|B, Messbarkeit von z — % auf C \ {0} (vgl. Folgerung 7.9 in [K]) auch

die Funktion % messbar.

Wegen |Re f],|Im f] < |f] < |Re f| + |Im f] ist ein messbares f genau dann
integrierbar, wenn f |f| du < oo. Dabei gilt

[ 74| < [1n1an.

Diese Ungleichung zeigt man zunéchst leicht fiir komplexwertige Treppenfunk-
tionen, und allgemein durch Approximation von (Re f). und (Im f). durch Trep-
penfunktionen; vgl. (14.3).

Das Integral ist linear (a,8 € C):

[@reppdu=a [rauss [gau.

. Es gilt fiir das komplexe Konjugieren

m=f?dﬂ-

Aus Definition 14.2.1 schliefft man sofort, dass die bekannten Sitze wie etwa
der Satz von der beschrinkten Konvergenz (vgl. Satz 9.33 in [K]) auch fiir
komplexwertige Funktionen gelten.

Ein niitzlicher Sachverhalt bei der Integration von komplexwertigen Funktionen
ist der, dass die Funktion log : C \ {0} — C definiert durch

z:rei¢+—>lnr+i¢,

messbar ist, wenn man z.B. festlegt, dass der Winkel ¢ aus [0, 27) ist.

Diese Feststellung ermoglicht uns namlich eine messbare Funktion f als
r(x) exp(i¢(x)) mit messbaren Funktionen r : Q — [0, +co] und ¢ : Q — [0, 27)
zu schreiben. Dabei ist f genau dann integrierbar, wenn |f| = r integrierbar ist.

Aus Satz 9.54 in [K] folgt durch Aufspalten einer beschrinkten Funktion f :
[a,b] — C in Real- und Imaginérteil, dass f genau dann Riemann-integrierbar
ist, wenn die Menge D der Unstetigkeitsstellen von f eine Lebesgue-Nullmenge
ist, d.h. D € £, A(D) = 0, wobei & die Lebesgue-messbaren Teilmengen von R
bezeichnet; vgl. Definition 6.12 in [K]. f ist in diesem Falle £ N [a, b]|B,-messbar
und integrierbar, wobei der Wert der beiden Typen von Integralen (Riemann- und
Lebesgue-Integral) iibereinstimmt.
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14.2.3 Bemerkung. Genauso wie Funktionen f : Q — C = R? kann man Funktionen
[+ Q — R" fiir irgendein n > 2 betrachten. Die Messbarkeit bzw. Integrierbarkeit wird
entsprechend den komplexwertigen Funktionen komponentenweise definiert. Es gelten
dabei ganz dhnliche Fakten wie in Fakta 14.2.2.

Auch uneigentliche Riemann-Integrale kann man als Lebesguesche Integrale inter-
pretieren; vgl. Bemerkung 9.55 und Satz 9.57 in [K].

14.2.4 Satz. Sei I C R ein Intervall' und sei f : I — R(C) Riemann-integrierbar
iiber jedes kompakte Teilintervall von I. Dann ist f genau dann iiber I integrierbar
wenn f absolut uneigentlich Riemann-integrierbar ist, d.h. |f)| ist uneigentlich Riemann-
integrierbar iiber 1. In dem Fall stimmen uneigentliches Riemann-Integral und Lebesgue-
Integral iiberein.

Beweis. Wegen Fakta 14.2.2, 8, ist f auf jedem kompakten Teilintervall [a, b] von
I £ N [a,b]|B bzw. £ N [a, b]|B,-messbar, woraus unmittelbar die £ N [a, b]|B bzw.
L N I|B,-Messbarkeit von f folgt.

Seien a < b, a,b € R die Intervallrinder von I, und seien (an)nens (by)nen Folgen
in I mit a, < b,, die monoton fallend bzw. wachsend gegen a bzw. b konvergieren,
wobei im Falle a € [ immer a, = a und im Falle b € [ immer b, = b. Dann gilt
f=1im,_ 1y, p,f. Aus dem Satz von der monotonen Konvergenz (B. Levi) erhalten
wir

bﬂ
limflf(x)ldx: lim f IfldA = limf]llamb“-|f|d/l:f|f|d/1 (€R).
an 1

[an,bn]

Also ist f integrierbar, d.h. f |fldA < +co, genau dann, wenn obiger Limes existiert,
d.h. wenn f absolut uneigentlich integrierbar ist. In diesem Fall ist wegen des Satzes
von der beschréinkten Konvergenz

b, b
ffd/l =lim | 1,4, fdd=lim f fdad=lim ff(x)dx = ff(x)dx.
1 a

[an,bn] ap

Q

14.2.5 Beispiel. Ein klassisches Beispiel eines Integrales, das zwar als uneigentliches
Riemann-Integral, aber nicht als Lebesgue-Integral existiert ist

+00

sin 7t
f p dt.

1

sint
t

net, aber wir haben auch gesehen, dass das uneigentliche Riemann-Integral fl+°° 'SLI’”' dt
nicht konvergiert. Nach Satz 14.2.4 existiert das Integral nicht im Sinne von Lebesgue.

Wir haben ndmlich in Beispiel 8.6.2 die Konvergenz von limg_,, flﬁ dt nachgerech-

!Insbesondere kann 7 unbeschrinkt sein.
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Eine sehr niitzliche Tatsache, die einem die Verwendung von Lebesgue-Integralen
gegeniiber der von Riemann-Integralen schmackhaft macht, ist die viel einfacher zu
handhabende Vertauschung von Grenzwerten und Integralen (vgl. z.B. Korollar 8.7.9
sowie Satz 9.34 aus [K]).

14.2.6 Lemma. Sei (Q, U, u) ein Mafraum, (T,d) ein metrischer Raum, ty € T und
f: T xQ — R(C) eine Funktion derart, dass

—e x> f(t,x) ist fiir alle t € T integrierbar,
—e > f(t,x) ist stetig in t fiir fast alle x € Q,

—e es gibt eine offene Kugel Us(to) um to und eine auf  integrierbare Funktion
g : Q — R derart, dass fiir alle t € Us(ty) die Ungleichung

lf@Il<g
u-fast iiberall® gilt.
Dann ist die Funktion F(t) := fg f(t,.) du bei ty stetig.

Beweis. Sei (t,).en eine beliebige, in T gegen #y, konvergente Folge. Ab einem In-
dex ng ist t, € Us(ty). Ist N die Vereinigung der Ausnahmenullmengen aus der
zweiten Voraussetzung und der dritten Voraussetzung zu den Funktionen f(%y,.) so-
wie f(t,,.), f(tay+1,.),..., so folgt u(N) = 0. Fir n > np und x € Q \ N gilt
|f(ty, x) — f(to, x)| < 2g(x) und lim,_,c |f(#,, x) — f(f9, x)] = 0. Wegen des Satzes
von der beschrinkten Konvergenz folgt

|F<ro>—F<rn>|=\ f Pt ) = flt0, ) dit| < f Fltns ) = Flton Nd =250, (144)

a

14.2.7 Bemerkung. Aus dem rechten Teil von (14.4) folgt, dass sogar ¢ — f(t,.) als
Abbildung von T in den Banachraum L'(Q, 9, L) stetig bei fg ist.

Folgendes Lemma ist eine leichte Verallgemeinerung von Satz 9.36 und Korollar
9.37 in [K].

14.2.8 Lemma. Sei (Q, U, u) ein Maf3raum, I C R ein Intervall, ty € I und
f 1 IxQ — R(C) eine Funktion derart, dass

—e x > f(t,x) fiir alle t € I integrierbar ist,
—e t > f(t, x) differenzierbar in t, fiir fast alle x € Q ist,

—e es ein 8 > 0 und eine auf Q integrierbare Funktion g : Q — R derart gibt, dass
fiiralle t € (ty — 6,10 + 0) NI\ {ty} die Ungleichung

‘f(t, )~ flw,.)

t—1ty

=8

u-fast iiberall*gilt.

2Man beachte, dass die Ausnahmenullmenge i.A. von f abhiingt.
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Die beiden letzten Punﬁte sind insbesondere erfiillt, wenn es ein § > 0, eine integrierbare
Funktion g : Q — R und eine feste Nullmenge N € U derart gibt, dass fiir alle
te(ty—06,tg +8) NI undalle x € Q\ N der Ausdruck aa—{(t, X) existiert und

L.

<g(). (14.5)

Dann ist die Funktion F(t) := fg f(t,.)du bei ty differenzierbar und es gilt3

0
F/(fo)Zfa—J:(lo,-)dll-
o

Beweis. Indem wir f in Real- und Imaginirteil zerlegen, konnen wir uns auf reellwertige
Funktionen beschrinken.

Sei (t,)nen €ine beliebige, in I gegen 7y konvergente Folge. Ab einem Index ny gilt
t, € (thp — 0,19 + 0). Sei N die Vereinigung der abzihlbar vielen Ausnahmenullmen-
gen aus der zweiten Voraussetzung und der dritten Voraussetzung zu den Funktionen
%{f"’), n > ng. Es folgt u(N) =0

Sftn, )~ f(t0,%)

th—to

Somit gilt fiir n > ny und alle x € Q\ N die Ungleichung

Beziehung lim,,_,, W a % (fo, x). Insbesondere ist letztere Funktion messbar.

Wegen des Satzes von der beschrankten Konvergenz gilt

F(to) = F(1,) f f(fm) UCIDI iy f Z—J;(m,x)d/i-

fo— 1, t,— 1t

< g(x) und die

St 0)—f(t9,%)
t,—ty

Ist (14.5) erfiillt, so folgt aus dem Mittelwertsatz

U (sn 0| < g, x €
Q\ N mit einem s, das zwischen ¢, und f, liegt *.

14.2.9 Lemma. Sei (Q,U, ) ein Mafiraum, G C C offen und f : G X Q — C eine
Funktion derart, dass

—e x> f(z,x) fiir alle 7 € G integrierbar ist,
—e 7 f(z,x) holomorph fiir alle x € Q \ N mit einer festen Nullmenge N € U ist,

—e es zu jeder kompakten Menge K C G eine auf Q integrierbare Funktion gg : Q —
R derart gibt, dass fiir alle 7 € K und x € Q \ N die Abschditzung |f(z, x)| < gg(x)
gilt, wobei N die feste Nullmenge aus dem vorherigen Punkt ist.

Dann ist die Funktion F(2) := fQ f(z,.)du holomorph auf G und 2L (z, .) (n-te komplexe

Ableitung) ist integrierbar fiir alle z € G und n € N, wobei

"

F"(z) = f ' ) du. (14.6)
Q

Beweis. Ist K».(w) € G, so gibt es nach Voraussetzung ein integrierbares g, , : Q — R
mit |f(z, x)| < g (x) fiir alle z € K>, (w) und x € Q \ N. Fiir z;, 20 € K, (w), 21 # 2 gilt

3Man beachte, dass hier der Integrand insbesondere messbar ist, und dass er genau genommen mit %(to, )
iiberall ausgenommen einer Nullmenge iibereinstimmt.
45, hiingt i.A. von x ab. Das ist der Grund dafiir, dass man in (14.5) eine feste Ausnahmemenge benétigt.



14.2. LEBESGUE INTEGRAL 39

nach der Cauchyschen Integralformel Satz 11.6.12 mit dem Weg y : [0,27] — D, t
w + 2r - exp(it)

Sz, x) = f(z2,%)

71— 22

L e 2
T i ) @@= T R
Y

Ist nun (z,),en eine beliebige gegen ein w € G konvergente Folge mit z, # w und
oBdA. z, € K,(w) C K, (w) C G fiir alle n € N, so folgt aus 'W < %gw,,(x)

und LGS0, %(w, x) fir x € Q\ N gemidl dem Satz von der beschriankten

=W

Konvergenz die Integrierbarkeit von ‘;—;(w, x) und

F(z,) — F(w) :ff(zn’x)_f(w’x) d#rﬂ)ofa_f(w’.)dﬂ'
in—wW =W o

Also existiert F’(w) und stimmt mit f %(w, .) du tiberein.

Insbesondere erfiillt auch (z,7) +— g—f(z, t) die erste Voraussetzung des aktuellen
Lemmas. Auch die zweite Voraussetzung ist erfiillt, da die komplexe Ableitung holo-
morpher Funktionen wieder holomorph ist. Wir wollen auch die dritte Voraussetzung
nachweisen.

Dazu sei wieder K (w) € G und g,, : Q — R integrierbar mit |f(z, x)| <
gwr(x), 2 € Kp (w),x € Q\ N. Fiir z € K,(w) folgt dann aus (11.33) die Abschiit-
zung

'af ’ 1 [ f

3= 2 ) c-2p

2
) di| < =g (%).
Z r
Y

Ist K € G kompakt, so wird K von endlich vielen Kreisen der Form U,(w) mitw € K
und K, (w) € G iiberdeckt. Nimmt man das Maximum /g (x) der entsprechenden

Funktionen %gw,,(x), so folgt |%(z, x)| < hg(x), z € K,x € Q\ N. Also ist auch die
dritte Voraussetzung des aktuellen Lemma fiir (z, 1) — %(z, t) nachgewiesen.

Mit allen Voraussetzungen des aktuellen Lemma erfiillt w — F'(w) = f %(w, ) du
auch die von Lemma 14.2.6, womit w — F’(w) stetig auf jeder kompakten Teilmenge
K € G und in Folge auf ganz G ist. Gemil Definition 11.6.5 ist F holomorph.

Wendet man das Gezeigte auf % an und beachtet Korollar 11.6.13, so zeigt man
schlieBlich induktiv (14.6) fiir alle n € N. Q

14.2.10 Beispiel. Als Beispiel dafiir, wie einfach im Vergleich zum Riemann-Integral
die Voraussetzungen fiir die Vertauschung von z.B. Integral und Differentiation zu
iberpriifen sind, betrachte man die Gammafunktion (¢t > 0)

+00
() = f e X' dx, (14.7)
0
als uneigentliches Riemann-Integral. Sei 7 € [, 8] C (0, +00). Man iiberzeugt sich leicht,
dass e x| < g(x), t € [, B], x € (0, +0), wobei mit einem geeigneten M > 0

x b falls x € (0, 1],
g(x) = _x
Me 2, falls x € (1,+00).
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Da das uneigentliche Riemann-Integral fom g(x) dx existiert, ist g auch im Lebesgue-
schen Sinne integrierbar (Satz 14.2.4). Somit existiert auch das Integral in (14.7). Aus
Lemma 14.2.6 ersieht man unmittelbar, dass I'(¢) auf [, ], und wegen der Beliebigkeit
von @, 3, auch auf (0, +o0) stetig ist.

Nun gilt 7 ée”‘x’ I'= (log x)e™*x'"!, t € (0, +0). Der Betrag dieser Funktion lisst
sich fiir ¢ € [a ] durch die ebenfalls integrierbare Funktion |log x| - g(x) abschitzen.
Deshalb konnen wir Lemma 14.2.8 anwenden, und erhalten auf [e, 8] und infolge auf

ganz (0, +o0)
I'(t) = f (log x)e*x'"' d

Wiederholen wir obige Schlusswelse, so sieht man
r®@) = f (log x) e x""! dx fiiralle ke NU/{0}. (14.8)

Aus log(1 +x) < x fiir x > =1 folgt (1 = 2)"19,,) < e, und damit ist g(x) eine integrier-
bare Majorante der Folge x*~!(1 - 21 0.)(x), die punktweise gegen e™*x =1 konvergiert.
Wegen des Satzes von der beschrinkten Konvergenz folgt die Grenzwertdarstellung der
I'-Funktion:

n 1)

() = li ’-1(1—5) dx = lim — "% 14.

) n1—>rlc;lo * n * nl—>nolot(t+1)...(t+n) (14.9)
0

Dabei erhilt man die letzte Gleichheit durch wiederholte partielle Integration.

Mit Hilfe von Lemma 14.2.9 konnen wir in ganz analoger Schlussweise zeigen, dass
fiir z € C mit Re z > 0 die Funktion I'(z) holomorph ist, dass die Ableitung nach z sich
wie in (14.8) berechnet, und dass auch (14.9) gilt. Wegen |x*| = xR% kann man nimlich
dieselbe Majorante g(x) verwenden.

14.2.11 Bemerkung. Betrachtet man eine Menge M und den MaBiraum (M, P(M), &),
wobei & das ZahlmaB ist, so gilt fiir a(m) € C, m € M, und fiir ein endliches A € M

> latm) = f lam)| dém) < f lam)| dém)
meA

Bezeichnet &(M) die durch C gerichtete Menge aller endlichen Teilmengen von M, so
folgt (vgl. Definition 5.4.2 sowie Fakta 5.4.3)

3% lami = tim, Satmi= sup 3 < f la(m)| dém).
meM M) e

Umgekehrt erhilt man fiir jede Treppenfunktion ¢ = Z;?:I silp, € T mit t(m) < |a(m)|,
wobei wir die B; € M disjunkt wihlen,

|t dem - Z sB)=3 3 s

M j=1 meB;

< Z D latmi= Y latml < ) latm).

Jj=1 meB; meu;’.:] B; meM
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Die letzte Gleichheit gilt wegen Lemma 5.4.9 im endlichen Fall und wegen Proposition
5.4.8 im unendlichen Fall.

Also konvergiert },,c)s la(m)| unbedingt genau dann, wenn m +— a(m) tiber M nach
¢ integrierbar ist. Wegen Satz 5.4.4 ist das im iibrigen auch zur unbedingten Konvergenz
von Y,y a(m) dquivalent.

In diesem Fall muss {m € M : |a(m)| > %} fiir alle k € N endliches Maf} haben — also
endlich sein. Somit ist M’ := {m € M : |a(m)| > 0} abzédhlbar und aus dem Satz von der
beschrinkten Konvergenz erhilt man mit einer aufsteigenden Mengenfolge M,,, n € N,
bestehend aus endlichen Mengen mit | J,,ey M, = M’

f a(m) d(m) = f a(m) dé(m) = lim f a(m) de(m)
My

M M

=lim > a(my= ) atm)= ) a(m).

meM, meM’ meM

wobei die vorletzte Gleichheit daraus folgt, dass (3,,cp, a(m)) e eine Teilfolge des
Netzes (3ne4 a(m)) acear) ist.

14.2.12 Beispiel. Wir betrachten fiir r € [-1, 1) die Funktion

F() ::iln(l —niz)

n=1

Fiir # < 0 gilt wegen In(x) < x -1, x> 0,

' 1
Osln(l—ﬁ)sln(1+ﬁ)gﬁ,

und fiir 7 € (0, 1) gilt wenn n > 1

t t 1 = = 2
ln(l—ﬁ)’z—ln(l—ﬁ):lnl_L=1n(1+1_L)§1_ <.

i
n? n? n?

S

Also ist F(¢) fiir alle ¢ € [-1, 1) absolut konvergent. Da eine komplexwertige Reihe
Yoy a(n) genau dann absolut konvergiert, wenn die Funktion a : N — C nach dem
ZihlmaB & : P(N) — [0, +oo] integrierbar ist, gilt

F() = In(1 1) + f ln(l - n—tz) dé(n),
neN\{1}

wobei wir gerade gezeigt haben, dass der Betrag des Integranden sich durch g(n) :=
2

% unabhingig von 7 nach oben abschitzen ldsst. Da 3,7, n% konvergiert und damit
fn (1) n% dé(n) < +oo, kann man Lemma 14.2.6 anwenden, und erhélt die Stetigkeit in
jedem Punkt 1y € [-1, 1).

Man beachte, dass man wegen 'ln (1 - n’—z)| < gn), n> 1,t € [-1,1), die Stetigkeit
von F(t) auch aus dem Weierstrafl Kriterium Korollar 6.8.4 zusammen mit Korollar
6.6.14 erhilt. In der Tat bedeutet das Weierstra3 Kriterium nichts anderes, als die
Existenz einer integrierbaren Majorante fiir den Maliraum (N, P(N), &).
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14.3 Jensensche Ungleichung*

Die unten folgende Ungleichung von Jensen findet in der Analysis an verschiedenen
Stellen Anwendung. In ihr treten konvexe Funktionen auf, dh. Funktionen ¢ : I — R
auf einem Intervall / € R mit

e((1 = D+ An) < (1 = Dp(§) + Ap(n)
fiir alle £, € I'und A € [0, 1]. Man sieht elementar, dass diese Bedingung zu

o) — p(&1) _ ¢(&) — ¢(0)
=& T &t
fiir alle &1, &>, t € Imité) < t < &, dquivalent ist. Aus dieser Gleichung folgt unmittelbar
die Stetigkeit von ¢ am Inneren von /.

(14.10)

14.3.1 Lemma. Sei (Q, A, 1) ein Mafsraum mit u(QQ) = 1, dh. p ist ein Wahrscheinlich-
keitsmayfs. Weiters seien I C R ein Intervall, f : Q — R integrierbar mit Werten in I, und
sei ¢ : I — R konvex. Dann gilt die Jensensche Ungleichung

so(ffdu) < f(wf)dﬂ (€ (00, +00]). (14.11)
Q Q

Beweis. Aus f(x) € I zusammen mit der Tatsache, dass Integrale von Funktionen > 0
tiber Mengen mit MaB} > 0 immer > 0 sind, folgt ¢ := fQ fduel Sei

t p—
fim sp DD
feln(—eony = &1
Aus (14.10) folgt 8 < W fiir alle & € I N (¢, +00) und aus der Definition von 8
folgt B > %‘?‘(fl) fiir alle & € I N (—oo, f). Umformen ergibt in jedem Fall (¢ € I\ {t})
0 <@ -+ (-8B,
wobei diese Gleichung sogar fiir = £ gilt. Insbesondere gilt

0 < p(f(x)) — @)+ (t— f(x))B firalle xeQ.

Wegen der Stetigkeit von ¢ ist ¢ o f sicher A-B-messbar und daher konnen wir die
Funktion von x auf der rechten Seite integrieren und erhalten

0< f(<ﬁ(f(X)) — @) + (t = f(x))B) du (€ [0, +c0]).
Q

Ist das Integral auf der rechten Seite in R, so folgt aus der Integrierbarkeit von —¢(f) +

(t = f(x))B - es gilt ja
f((t—f(X))ﬁ— @(0) du = —<p(ffdu) €R,
Q Q

dass auch ¢ o f integrierbar ist, und aus der Linearitit von Integralen folgt (14.11).
Ist das Integral auf der rechten Seite oben aber +oco, so kann wegen der Linearitit
von Integralen ¢ o f auch nicht integrierbar sein, wobei aber fQ(go o f)du = +oo. In

diesem Fall gilt auch (14.11). a
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14.4 Satz von Fubini und das Lebesgue-MaB im R?

Zunéchst wollen wir den Satz von Fubini wie aus der Malitheorie bekannt wiedergeben,
siehe Satz 10.24 und Satz 10.25 in [K]. Die komplexwertige Version folgt sofort aus der
reellen, wenn man Definition 14.2.1 und Fakta 14.2.2 beachtet.

14.4.1 Satz. Seien (Q, U, u) und (V, €, v) zwei Maf3rdume mit o-endlichen Maflen u
und y. Q XY sei mit der o-Algebra A ® € versehen, und @ v : A € das Produkimaf
von pundv. Isth: Qx Y — R (C) messbar, so gilt

(i) Hat h Werte in [0, +0], so sind

S fh(s, 1 dv(t), t— fh(s, 1) du(s)
T Q

messbar auf (Q,N) bzw. (T, €) mit Werten in [0, +co] so, dass

f[fh(s, 1) dv(t)] du(s) = f[fh(s, 1) d,u(s)] dv(t) = f hd(uev) (€ [0, +o00]).
o \r T \Q axT

(i) h: QXY — R (C) ist integrierbar, dh. flhl d(u®v) < +o0, genau dann, wenn

f flh(s, 1)l dv(t)] du(s) < +oo,
Y

Q

bzw. genau dann, wenn

f f |A(s, )] d/J(s)] dv(t) < +co.
T Q

(iii) Ist h integrierbar, so existiert auch fh(s, 1) dv(¢) fiir alle s auflerhalb einer Null-
menge S € U, sowie fh(s, t) du(s) fiir alle t auferhalb einer Nullmenge T € G,
und es gilt

fhd(u@v) = ffh(s, 1) dv(t) du(s) = ffh(s, 1) du(s) dv(t) .
se T T Q

QXY

Wir betrachten die o-Algebra B aller Borelmengen auf R¢, welche von der Menge
aller d-dimensionaler halboffenen Rechtecke bzw. Intervalle erzeugt wird, dh. die
kleinste o-Algebra auf R?, die alle diese Rechtecke enthilt. Wegen Satz 7.40 und
Definition 10.1 in [K] stimmt B, mit der Produkt-o-Algebra der Borelmengen auf den
d Komponenten von R? iiberein.

Das d-dimensionale Lebesguemalf} 4, ist das Produktmal der eindimensionalen Le-
besguemalle auf den Komponenten (vgl. Satz 10.24 in [K]). Das Mal einer Borelmenge
M C R? = R% x R% kann man wegen des Satzes von Fubini durch

(M) = f/ldz(Mx) dag, (x) (14.12)

R4
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berechnen, wobei M, = {y e R% : (x,y) € M}.
Ist insbesondere M von der Bauart

M={(xy) eR" =RIXR:0<y< f(x)}

mit einer messbaren Funktion f : R? — [0, +0), so ist M € By, da jaM =
Uo<ge £ (g, +00) X (0, q). Aus A(M,) = f(x) folgt dann

Agr1(M) = ff(X) dAa(x).
R4

Im Falle von d = 1 und einer Riemann-integrierbaren Funktion f (mit 0 au3erhalb seines
kompakten Definitionsintervalls fortgesetzt) sehen wir damit, dass die aus der Analysis
II bekannte Interpretation des Riemann-Integrals als Flidche unter dem Funktionsgraphen
im Sinne der Maf3theorie eine korrekte ist.

14.4.2 Beispiel. Sein,m, D CR", D € B, und f : D — R"™ messbar. Man betrachte
den Graph
I(f) :={(x, f(x)) e R"xR": x € D}.

Als Nullstellenmenge der auf R” x R™ messbaren Funktion (x,y) — y — f(x) liegt dieser
in B4, wobei A,.,(F(f)) = 0, wie man leicht aus (14.12) folgert.

14.4.3 Beispiel. Wir definieren die Betafunktion B : (0, +c0)*> — R durch
1
B(x,y) = f A - ar
0

als absolut konvergentes uneigentliches Riemann-Integral. Diese Funktion steht in einem
engen Zusammenhang zur Gammafunktion:

C()I(y) = f [ f z-“u-“e’“du] dt = f [ f txl(v—t)yle”dv] dt
0

0 0 t

= f T0,100)(8) [ f Lsey M v =19 ™ d/l(v)] da(t)

R R

= f Ly, (v =1y e day(t,v)
R2
mit M = {(t,v) € R? : v > t > 0}. Die zweite Gleichheit folgt durch die einfache
Substitution u = v — ¢, die dritte ist die Interpretation des uneigentlichen Riemann-
Integrals als Lebesgue-Integral (vgl. Satz 14.2.4) und die vierte folgt wegen 1o 1c0)(?) -
L +00)(v) = L y(2,v) aus dem Satz von Fubini, Satz 14.4.1, wenn wir beachten, dass der
Integrand aufgrund der Stetigkeit B,-messbar und nichtnegativ ist. Wendet man den
Satz von Fubini nochmals mit umgekehrter Integrationsreihenfolge an, so erhélt man

F(0Ly) = f [ f RO dt] edy

0 \O

+oof 1
= f[fwx_l(l —w)y! dw] v le™ dy = B(x, y)[(x +y).

0 \O
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Also

_ TrG)
I(x+y) "

Wegen |t'| = Re¥ 14sst sich B(x, y) auch fiir x,y € C,Rex,Rey > 0 definieren. Die

Gleichung (14.13) gilt auch in diesem Fall.

B(x,y)

(14.13)

14.4.4 Bemerkung. In Bemerkung 14.2.11 haben wir gesehen, dass fiir eine Menge M
und den Maliraum (M, P(M), &), wobei & das Zahlmal ist, die unbedingte Konvergenz
von ),y a(m) dquivalent zur Integrierbarkeit von m — a(m) nach dem Zdhlma ist.

Nun folgt der Satz von Fubini, Satz 14.4.1, hier auch aus der Aussage Proposition
5.4.8 bzw. Lemma 5.4.9.

Ehe wir als Beispiel den Inhalt der d-dimensionalen Einheitskugel berechnen, wollen
wir an die Sitze 6.67 und 6.68 in [K] erinnern, wo gezeigt wurde, dass das Lebesgue-
MaB translationsinvariant ist, dh. dass fiir ¢ € R? und B € R?

1. BeB, © B+acB,,
2. Be L, © B+ac ¥y,
3. (B +a) = A4(B) fur alle B € L,

und dass allgemeiner fiir eine bijektive affine Abbildungen T : x — Ax + b auf R mit
A € GL(d,R),b € R? fiir B C R gilt

1. Be B, & T(B) € B,
2. Be L, © T(B) e ¥y,

3. fiiralle B € £, gilt
A4(T(B)) = |detA| 24(B). (14.14)

14.4.5 Bemerkung. Seinun T : x — Ax + b affin so, dass die Matrix A singulir ist, dh.
detA = 0. Also ist A(R?) ein echter linearer Teilraum von R?, womit VA(R?) = R% x {0}
fiir ein d; < d und eine geeignete lineare Bijektion V : RY — R gilt.

Wegen Beispiel 14.4.2 folgt 0 = 1,(R% x {0}) = | det(V)| Au(A(RY)). Somit gilt

A4(T(B)) = 0 = |detA|- A4(B).
fiir alle B € B,, wobei T(B) i.A. nur in £, liegt.

Insbesondere haben alle echten affinen Unterriume von R¢ Lebesguemal Null.

14.4.6 Beispiel. Wir wollen fiir d € N das d-dimensionale Lebesgue-Maf} der Kugel
Kg(O) = {x € R? : ||x]l, < R} mit Radius R > 0 bestimmen. Zunichst sei bemerkt, dass

3 % -5, falls d ungerade,
f sin*! (1) dr = (14.15)
d(d=2)2
0 @rhd-DT > falls d gerade,

wie man unschwer durch Induktion nach d mit Hilfe zweimaliger partieller Integration
nachweist.
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Nun wollen wir

d
B A
Au(KE(0)) = (14.16)
d-1
—d%i”z))'f“ -R?,  falls d ungerade,

ebenfalls durch Induktion nach d zeigen. Fiir d = 1 ist 14(K}(0)) = A([-R, R]) = 2R.
Angenommen wir haben obige Formel fiir d > 1 verifiziert. Fiir x € R, |x| < R gilt

Kz (0), =y e R : (x.) € K (O} = {y e R : Il < R - %)

= K‘f/m(O) = VR? — x2 K%(0).
(14.14) angewandt auf 7 = diag(VR2—2x2,..., VR2-2x2) € R ergibt

A((KE0)),) = (VR? —xZ)d 24(K%0)). Fiir |x| > R gilt (K&'(0)), = 0. GemiB
(14.12) folgt

d
gt (K (0) = f (KT (0)),) dA(x) = f (VR - 22) Au(K(0)) da(x).
R [-R.R]
Betrachten wir das als Riemann-Integral und substituieren x = R cos ¢, so ist das weiter

gleich

A(K4(0)) 2R | sin* () dt .

0%
s

Aus (14.15) zusammen mit der vorausgesetzten Formel (14.16) fiir d folgt nun (14.16)
fird + 1.

Wir erinnern auch noch an folgende beiden Resultate. Fiir das erste siehe Satz 8.2
und Satz 9.62 und fiir das zweite sieche Satz 9.75 in [K].

14.4.7 Satz. Sei (Q,U, u) ein Mafraum und (', €) eine Menge versehen mit einer o-
Algebra, und sei T : Q — Y messbar. Weiters sei uI : € — [0, +oo] definiert durch

u"(B) == u(T~(B)). _
Dann ist uT ein Maf3. Weiters ist eine messbare Funktion f : T — R genau dann
beziiglich u" integrierbar, wenn f o T : Q — R es beziiglich u ist. In diesem Falle gilt

ffon,uszde.
Q T

Die entsprechende Aussage gilt fiir komplexwertige Funktionen f.

14.4.8 Korollar. Sei T : x — Ax + b eine bijektive affine Abbildung auf R und
f:R?Y = R (C) messbar. Dann ist f genau dann beziiglich Ay integrierbar, wenn f o T
beziiglich Ay integrierbar ist. In diesem Falle gilt

ffd/ldzldetA|-ffon/ld. (14.17)

Wir werden dieses Resultat spiter auf beliebige Diffeomorphismen 7' ausdehnen,
sieche Satz 15.1.3.
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14.5 Faltung

Eine sehr fruchtbare Begriffsbildung in der Analysis ist die der Faltung zweier Borel-
messbarer Funktionen f, g : R — C. Diese ist definiert durch

frgo) = f o= )80 dAa(y)
R

fiir alle x € R, fiir die dieses Integral existiert. Im Allgemeinen ist das nicht der Fall.
Sind f und g aus speziellen Funktionenklassen, so existiert die Faltung sehr wohl.
Wegen Korollar 14.4.8 angewandt auf 7'(y) = x — y existiert f * g(x) genau dann, wenn
g * f(x) existiert, wobei in dem Fall dann

f*g(x)=ff(y)g(x—y)d/1d(y)=g*f(X)-

R4

Wir wollen hier nur den Spezialfall eines integrierbaren g, dh. g € L'(RY), und eines im
wesentlichen beschrinkten f, dh. f € L*(R?) behandeln. Spiter werden wir zur Faltung
von allgemeineren Funktionen zuriickkommen.

Ist g € L'(RY) und f € L¥(R), so folgt wegen |f(x — »g)| < lIfllclg(] die
Integrierbarkeit von f(x — y)g(y) fiir alle x € R?. Also existiert f * g(x) fiir alle x € RY.
f * g ist somit eine Funktion von R? nach C, die wegen

If * ()] < flf(x—y)g(y)l da(y) < Iflle - llglh (14.18)
R4

beschrinkt ist mit [|f * gl = Sup,epe lf * (X)) < lIfllo - llglli. Spiter werden wir
sehen, dass f * g sogar gleichméBig stetig ist; vgl. Fakta 16.2.3. Wir sammeln weitere
Eigenschaften dieser Funktion.

14.5.1 Fakta.

1. Ist g € L'(RY) und f € L*(R?) partiell differenzierbar auf R? derart, dass alle
partiellen Ableitungen 2L, j=1,...,d, auch in L*(R?) liegen®, so gilt

6x,» ’
If(x - y)gly) of
— T TorllL == .
' %, <lgWl o ||
Also folgt aus Lemma 14.2.8 fiir j = 1,...,d und x € R?
a(]; *8 =9 . (14.19)
Xj 6xj

2. Wendet man die letzte Tatsache wiederholt an, so erhélt man, dass wenn g €
L'(R?%) und f € L*(R) zumindest m-mal partiell differenzierbar auf R? derar ist,
dass die partiellen Ableitungen

Ff

firalle I,..., 5 €{1,...,d},
(9)611...(9)% uratie o k { }

SIst f : D — R (C) fiir ein offenes D € R messbar und partiell differenzierbar, und setzt man f zB. mit 0

Sl ten-fo
1

auBlerhalb von D fort, so ist %(x) fiir x € D der punktweise Grenzwert der Folge und damit
J

auch messbar.
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mit k < m in L®(RY) liegen, auch f * g zumindest m-mal differenzierbar ist, wobei

*(f=g) a'f
= 14.20
ax;, cee (9ka X) (9xll “e 6ka * g(X) ( )

furly,..., Iy €{l,...,d}und k < m.

3. Ist g € L'(R?) und f zumindest m-mal stetig partiell differenzierbar und hat f
einen kompakten Triger, so haben mit f und auch alle partiellen Ableitungen von
f kompakte Triager und sind infolge beschrinkt. Also gilt in diesem Fall immer
(14.20), wobei f * g und seine partiellen Ableitungen in L (RY) liegen.

14.5.2 Beispiel. Sei f, g : R* — R definiert durch
x x .
f( l) = exp(-|xi| - [xal), g( l) 1= sin(x; +x2).
) X

Man iiberzeugt sich leicht, dass f € L'(R?) und g € L*(R?) aber g ¢ L'(R?). Nun gilt
(siehe Fakta 14.5.1)

X X )
f * g( 1) =g* f( 1) = fsm(xl —y1+x2—y) exp(_|y1| _ |y2|) d/lz(il)
X2 X2 )
R2

Wegen sin(x; — y; + xp — y2) = sin(x; — y1) cos(xp — y2) + cos(x; — yy) sin(x, — y,) folgt
aus dem Satz von Fubini

fg(i;) - f exp(—Iy1]) sin(x; — y1) dA(y;) - f exp(—Iyal) cos(xz — y2) dA(y2)+
R R

+feXP(—|)’1|)COS(X1 —)’I)d/l(yl)‘fexp(—|Y2|)Sin(X2—)’2) dA(y2)
R

R

Nun gilt wegen cos(x — t) + cos(x + ) = 2cosxcost und, weil exp(—7)(sint — cos f)
Stammfunktion von 2 exp(—f) cos ¢ ist,

fexp(—ltl) cos(x — 1) dA(t) = fexp(—t)( cos(x — 1) + cos(x + 1)) dt = cos x,
R 0

und wegen sin(x — f) + sin(x + #) = 2sin xcos ¢

fexp(—ltl) sin(x — 1) dA(t) = fexp(—t)( sin(x — ) + sin(x + ¢)) dt = sinx.
R 0

Also folgt

fx g(xl) = (sinxp) - (cos xp) + (cos x1) - (sinxp) = sin(x; + x) = g(XI)'
X2 "
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14.5.3 Lemma. Seien f, g : R? — C messbare Funktionen, und My, M» C R? so, dass
f(x) = 0 fiir x ¢ My und g(x) = 0 fiir x ¢ M,. Fiir alle x € R \ (M, + M>) existiert
dann f * g(x), wobei f * g(x) = 0. Insbesondere gilt®

supp(f = g) C supp f + suppg,

Beweis. Man beachte zunichst, dass fiir x € R? die Tatsache, dass (x — M) " M, # 0
dquivalent zu x € M| + M, ist. In der Tat bedeutet (x — M) N M, # @ genau, dass es
ein my € M, und ein m; € M mit m, = x —m; gibt, was wiederum zu x = m; + m, fiir
gewisse m; € My, mp € M,, daher zu x € M; + M, dquivalent ist.

Fiir x ¢ M| + M, gilt daher wegen

SO =80 = Ta (x = p,(¥) - f(x = 9EW) = Lie-mynnn, @) - f(x =gy,

dass f(x —y)g(y) = 0 fiir y € RY. Insbesondere existiert die Faltung von f und g an der
Stelle x, wobei f * g(x) = 0.

14.5.4 Beispiel.
1 4.
Man betrachte g : R — [0, +0c0) mit g
1
8 =0, £<0, g(é) =e ¢. Bekann-
terweise ist g eine C* Funktion; I
0 12 3 4

genauso wie die Funktion

G) ! f

JO= i o+e1-9

0! 1

die nur Werte in [0, 1] annimmt, wobei f(£) = 1, £ > 1 und f(£) = 0, £ < 0. Die
Funktion

hé) = fE+2)f2-&) (14.21)

ist nun C*, erfiilllt 0 < h(¢) < 1, & € R, sowie A([—1,1]) = {1} und AR \ (-2, 2)) = {0}.

Der Triger, supp h, einer Funktion / : RY — C ist definiert als der Abschluss der Menge aller Punkte x
mit A(x) # 0.
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14.5.5 Definition. Sei ¢ := sz o h(||y||%) dA,4(y). Weiters sei fiir 6 > 0 die Funktion
ks : R? — R definiert durch

Diese Funktionen nennt man auch Mollifier.

Als Zusammensetzung von C*-Funktionen ist ks selber C*°, wobei fiir j = 1,...,d
ok 2x; x|12
oy o 2 (R)
Ox; c §4+2 o2

Offenbar nimmt ks auf Ks5(0) den Wert ﬁ an, und hat einen Tréger, der in K5(0)
enthalten ist.

L ki

3/c 3
o4k
e 2

' \

rJ ‘\ kl

/AR
) |
! i
! 1
2 1 0 1 2

Abbildung 14.1: Veranschaulichung von ks im Falle RY = R.

Aus Korollar 14.4.8 folgt

1 L [ 2
llkslly = 5 L0 1 (||3 }’||2) d(y) = pkl f k(i) dda(y) = 1,
R4 K>(0)

sowie

H%Hl - — f L0 ) d4(y)

0x; c 64!

y] ’ 1 2

= h —

5 (|I5 yllz)
R4

2 d ’ 2 C
o [ b = 5
K>(0)

fiir eine geeignete, von ¢ > 0 unabhingige Konstante C > 0.

Im Folgenden wollen wir uns fiir eine beschrinkte Menge B C R4 B € B, die
wegen ks, 1p € L'(R?) N L2 (RY) sicher auf ganz R? existierende Funktion kj * 1 5 niher
anschauen.

14.5.6 Fakta.

1. Aus der Definition der Faltung und aus (14.18) erkennen wir

0<ks*lp(x)<1 firalle xeRY. (14.22)
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2. GemiB (14.20) gilt ks * 15 € C*(RY), wobei (siche (14.19) und (14.18))

== (14.23)

ok
* 1 p(x )‘ H 2

3. Fiir ein x € R? gilt wegen ks(x —y) = O fiir y ¢ x — K25(0) = x + K25(0) = Ko5(x)

ks * Lp(x) = szs(x -y diay) = f ks(x = y) dAa(y). (14.24)

B BNK)s(x)

4. Ist Kr5(x) C B, so folgt mit Korollar 14.4.8

ks * Lp(x) = fka(x—y) dAa(y) = fka(y) dAa(y) = llkslli = 1. (14.25)

Kos(x) K>5(0)

Liegt allgemeiner x im Inneren B° von B, dh. in der grofiten in B enthaltenen
offenen Menge (siehe Definition 12.2.11), so gilt Uy,(x) C B fiir ein p > 0.
Es folgt fiir alle 0 < 6 < p sicherlich K»s(x) € B, und daher ks = 15(x) = 1.
Insbesondere gilt

limks + Tg(x)=1.

BN

5. Gilt BN Kps(x) = 0 bzw. dquivalent dazu x ¢ B — K»5(0) = B + K»5(0), so folgt
aus Lemma 14.5.3 oder direkt aus (14.24), dass ks * 1 5(x) = 0. Insbesondere gilt

supp ks = 15 C B + K5(0), (14.26)
wobei die rechte und daher auch die linke Seite beschrinkt und daher kompakt ist.
Damit ist ks * 15 auch in L'(R9).

Liegt x allgemeiner im Inneren (B°)° (= B°) von B, dh. in der grofiten in B¢
enthaltenen offenen Menge, so gilt Up,(x) C B fiirein p > 0. Fiiralle 0 <6 < p
folgt K»5(x) C B bzw. B N Ky5(x) = 0, und daher ks = 1 5(x) = 0. Insbesondere
gilt

limks = 1g(x) =0

N0

Die abgeschlossene und offene Kugel, K5(L) und Us(L), um eine Menge L im folgen-
den Resultat werden in Lemma 14.6.1 im Anhang des aktuellen Kapitels ausfiihrlicher
diskutiert.

14.5.7 Lemma. Sei K C R kompakt und L C K nichtleer. Fiir § > 0 betrachte

(1 = ks * Liyyn)) -

Dann gilt _
supp (1 — ks * T gy, 1)) SR\ Us(L) SR\ L (14.27)

und
11— (1 = ks * Lgyyy)| = ks * Liyyry < Lggyry » (14.28)

Fiir alle x € R\ L gilt punktweise

‘lsi\I‘I(l)H — (1 — ks * L)) (X)) = (lsi{% Tg,a)(x)=0. (14.29)
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Beweis. Fiir x € K5(L) gilt K»5(x) C K35(L) und daher k; * 1g,,1)(x) = 1; siehe (14.25).
Somit verschwindet (1 — ks * 1x,,r)) auf Us(L) € Ks5(L), also supp (1 — ks * Lk, 1)) €
R?\ Us(L). Wegen LcC Kg (L) € Us(L) haben wir damit (14.27) gezeigt.

Aus 0 < ksx1 g, 1) < 1 —siehe (14.22) — folgt sofort |1 —(1—ks* L)l = ks Liyyr)-
Vor (14.26) haben wir gesehen, dass ks * Lk, )(x) = 0, wenn x ¢ Kzs(L) + K»5(0).
Wegen Kis(L) + K»5(0) € Kss(L) folgt somit (14.28).

Firxe K\ L gilt d(x, L) > 0. Wihlt man 6 > 0 so klein, dass d(x, L) > 56, dh. dass
x & Kss(L), so folgt aus (14.28), dass L x,,z)(x) = 0 und (1 — ks * Lg;z))(x) = 1. Somit
gilt (14.29). a

Folgendes Resultat wirkt zunéchst etwas glanzlos, stellt sich aber oft als sehr niitzlich
heraus.

14.5.8 Lemma. Sei K C R? kompakt und V;, j € J, eine offene Uberdeckung von K.

Dann gibt es endlich viele Funktionen yy,...,y, € CS‘(’)(R") mit Werten in [0, 1] derart,

dass fiir k = 1,...,n immer suppyx C Vjq fiir ein j(k) € J und dass
1x(x) < Z ye(x) <1 fiiralle xeR?. (14.30)
k=1
Die Funktionen vy, .. .,y, nennt man eine glatte Zerlegung der Eins.

Beweis. Zu jedem x € K gibt es ein j(x) € J mit x € V). Nun sei 6, > 0 so klein, dass
die abgeschlossene Kugel K35 (x) mit Radius 36, beziiglich der ||.||l,-Norm um x ganz in
V(v enthalten ist.

Wegen der Kompaktheit von K gilt K C U‘Sn (x1) U -+ U Us, (x,) filr gewisse
X1,...,X, € K. Wir setzen A; := UZ&XI (xp))und firk =2,...,n,

Ai = Us, (3 \ (Uns, (x) U+ U Uss, (6-1)) -
Isto := % -min{d,, : k = 1,...,n}, so gilt offensichtlich
A + K25(0) € Uss, (x) + K25(0) € K35, (x0) € Vi) =t Vi -
Ist k; die C*°-Funktion auf R? aus Definition 14.5.5, so haben wir in (14.26) nachge-

rechnet, dass daher der Triger der C*-Funktion y; := ks * 14, in V) enthalten ist. Nun
gilt wegen (14.22)

Dok = D ks g () = ks x (] 1a)0) = ks a0 € [0, 11,
k=1 k=1 k=1

wobei A := A;U...UA, = Uss, (x1) U -+ U Uss,, (x). AuBerdem folgt aus

K + K25(0) € (Us, (x1) U -+ U Us,, (x2)) + K25(0)
c Uz(yxI (xp)uU---u Uzgm(xn) =AU...UA, = A

zusammen mit (14.25), dass ks * 14(x) = 1, wenn nur x € K. |
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14.5.9 Bemerkung. Nimmt man fiir ein kompaktes K C R? und eine offene Obermenge
G von K einfach G als offene Uberdeckung her, wendet Lemma 14.5.8 an, und setzt

lﬁ=zn:7k,
=1

so erhilt man eine C(‘;‘(’)(Rd)—Funktion, mit suppy € G,0 <y < lundylg = 1.

14.6 Anhang

Im Folgenden bringen wir ein Resultat iiber Abstinde von Mengen in metrischen
Réiumen.

14.6.1 Lemma. Sei (Y, d) ein metrischer Raum und M C Y eine feste nichtleere Teil-
menge. Wir definieren fiir x € Y’

d(x, M) = inf {d(x,y) : y € M}, (14.31)
und fiir Teilmengen A, B von Y
d(A,B) = inf{d(x,y) : x € A,y € B}. (14.32)
Schliefslich setzen wir fiir 6 > 0
KsM):={xeY :dx,M) <68}, Us(M):={xeY:dx,M)<d}. (14.33)
Dann gilt
—e Die Funktion x — d(x, M) ist eine stetige Funktion von Y nach [0, +co).
—o Ks(M) ist abgeschlossen und Us(M) ist offen in Y.
— Mit M sind auch Ks(M) und Us(M) beschriinkt.
— Esgiltye M & d(y,M) = 0.
—e Ist ) # A, B C Y mit einem kompakten A, so gilt d(x, B) = d(A, B) fiir ein x € A.
—e Sind A und B disjunkt und A kompakt und B abgeschlossen, so ist d(A, B) > 0

Beweis. Sind xi, x, € Y, so folgt leicht aus (14.31), dass d(x;, M) < d(x1, x2)+d(x2, M)
und aus Symmetriegriinden d(x,, M) < d(x1, x3) + d(x;, M). Also gilt

ld(x1, M) — d(x2, M)| < d(x1, x2),

woraus wir die Stetigkeit erhalten. Als Urbild der in [0, +c0) offenen Menge [0, &) (ab-
geschlossenen Menge [0, 6]) unter der stetigen Abbildung x — d(x, M) ist Us(M) offen
(Ks(M) abgeschlossen). Die Beschrinktheit von Us(M) und Ks(M) ist fiir beschrinktes
M Xlar.

y € M ist dquivalent zur Existenz einer Folge (y,)ncxr aus M mit d(y, y,) — 0. Das
ist aber andererseits dquivalent zu d(y, M) = 0.

Ist A kompakt, so hat gemil Proposition 6.1.13 die stetige Funktion x — d(x, B)
auf der kompakten Menge A ein Minimum bei einem Punkt x € A. Also gilt d(x, B) <
d(z,B), z€ A. Wegen Lemma 2.9.11 gilt somit d(A, B) = inf{d(z, B) : z € A} = d(x, B).
Ist noch dazu B abgeschlossen, so muss auch d(A, B) = d(x, B) > 0. Q

TFiir M = 0 setzen wir d(x, 0) = +co.
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Es sei noch angemerkt, dass fiir ein beschrinktes M C R¢ die Menge K;(M)
abgeschlossen und beschrinkt, also kompakt ist, wobei etwa d(x,y) = ||lx — y||>.



Kapitel 15

Transformationsformel,
Integralsatze

15.1 Transformationsformel

Eine ausgesprochen niitzliche Sache zur Berechnung von mehrdimensionalen Inte-
gralen ist die sogenannte Transformationsformel. Sie kann als Verallgemeinerung der
Substitutionsregel fiir Riemann-Integrale gesehen werden. Der Spezialfall von affinen
Abbildungen wurde schon in Korollar 14.4.8 abgehandelt.

In der Tat wollen wir zeigen, dass wenn T : X — Y ein C'-Diffeomorphismus ist,
also wenn X, Y offene Teilmengen von R? sind und 7 eine bijektive Abbildung derart
ist, dass 7 und 7! stetig differenzierbar sind,

ffd/ldszOT~|deth|d/ld
Y X

fuir alle integrierbaren Funktionen f : ¥ — R (C) gilt. Dass T messbar ist, folgt
unmittelbar aus seiner Stetigkeit; vgl. Fakta 14.1.2.

Im Beweis fiir den allgemeinen Fall werden wir Diffeomorphismen mehr oder
weniger durch affine Abbildungen approximieren; vgl. Korollar 14.4.8. Zunichst wollen
wir dazu ein Lemma bringen.

15.1.1 Lemma. Sei Z ein Banachraum, D C RY offen und f : D — Z stetig differenzier-
bar. Dann ist die Funktion F : DX D — Z,

() = F0) = dfO)x - ), falls x#y,
F(x,y) =
0, falls x=y,

stetig'.

Beweis. Wir zeigen, dass F bei einem beliebigen (xg, yg) € D X D stetig ist. Im Falle
Xo # Yo gilt x # y fiir alle (x,y) € U,((xo,yo)) fiir ein hinreichend kleines n > 0. Auf
U,((x0,y0)) ist aber F(x,y) als Linearkombination stetiger Funktionen selber stetig;
siehe Korollar 9.1.3, Korollar 9.2.9, Beispiel 9.2.10.

'Hier und im Beweis steht ||.|| fiir ||.||e bzw. die dazugehorige Abbildungsnorm; siehe Definition 9.2.4.

55
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Im Falle xyp = yo wihlen wir p > 0 mit K,(xo) € D. Setzt man C(p) :=
MaXy yeK,(x) ldf(x)=dfll, so gilt C(p) — 0, p — 0, dadf stetig ist. Fiir x,y € K,(xo)
haben wir

1
I1F(x0, x0) = F(x, )l = =l 1f () = df()x = (f) = dfWIl-

Halten wir y fest und setzen h(t) = f(t) — df(y)t, so schreibt sich dieser Ausdruck
als muh(x) — h(y)||- Nun gilt wegen dh(t) = df(t) — df(y) und Korollar 10.1.24 fiir
x,t € K,(xo)

lh(x) = k@l < sup |[dh(s)|-llx —2l] < Clp) llx —1]|.

s€K,(x0)

Also folgt [|F(xo, x0) — F(x,p)ll < C(p) = 0, p — 0. Q

15.1.2 Korollar. Sei Z ein Banachraum, D C R offen, K C D kompakt und f : D — Z
stetig differenzierbar. Dann gibt es eine monoton wachsende Funktion py), : (0, +00) —
[0, +00) mit limy_,0. Py, (¥) = O mit

f(B) € f(y) +df()(B = y) + Kawsyp,, ) (0)

fiir alle B C K und y € B, wobei d(B) := SUD, e [lx — ¥l fiir den Durchmesser von B
steht.

Beweis. Sei py, (y) die Oszillation von F|kxk aus Lemma 15.1.1, also

P (y) = sup{[|F(x,y) = F(E I : (x,¥), (& m) € KX K, [I(x,y) = (£, Dl < ¥}

Da Flgxx gemaB Satz 6.3.3 gleichmiBig stetig ist, folgt mit Bemerkung 8.3.2, dass
limy 04 ps(y) = 0. Istnun y € B C K, so folgt fiir jedes x € B

I (x) = fO) = df@(x =Wl = [lx = Yl 1F (x, y) = Fy, Il < d(B) - pg (d(B)) -
Daher liegt f(x) — f(y) — df(y)(x — y) in Ky), /‘K(d(B))(O), und infolge
F(x) € f) +df)(x = y) + Kaypy, asp(0) € fO) + df)NB = y) + Ka)py,. @(0) -
Q

15.1.3 Satz. Sei T : X — Y ein C'-Diffeomorphismus zwischen zwei offenen Mengen
X, Y CRY Ist BC X, B e By, so gilt

1T (B)) = f | det dT (x)| dAy(x) . (15.1)
B

Eine Funktion f : Y —>_§ (C) ist genau dann integrierbar, wenn
foT-|detdT|: X — R (C) es ist. In diesem Fall gilt

ffd/ld:ffoT-ldethld/ld. (15.2)
Y X

Beweis. Im nun folgenden Beweis steht ||.|| fiir ||.||. bzw. die dazugehorige Abbildungs-
norm ; siehe Definition 9.2.4.
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O]

(i)

(iii)

Zunichst folgt aus der Stetigkeit von 7~' und 7 mit Fakta 14.1.2, dass T(B) €
B; & Be B, firalle BC X,unddass [ : Y — R genau dann messbar ist, wenn
f o T messbar ist. Wegen |detdT| > 0 ist das dquivalent zur Messbarkeit von
foT-|detdT)|.

Es geniigt, (15.2) fiir alle messbaren Funktionen f > 0 nachzuweisen, wobei die
linke und die rechte Seite in (15.2) als Elemente von [0, +c0] betrachtet werden. In
der Tat folgt daraus einerseits (15.1), wenn man f = 17) setzt, und andererseits
sofort auch (15.2) fiir alle messbaren Funktionen f, wobei die linke Seite genau
dann integrierbar ist, wenn es die rechte Seite ist.

Wir zeigen nun, dass

/ld(T(B))Sfldeth(x)Idxld(x), (15.3)
B

wenn B = R ein halboffenes Rechteck R = [ay, by) X - -+ X [ay, by) mit R C X ist.

Zunichst gilt wegen der Kompaktheit von R

M :=sup || dT(x)"!|| < +co.

xeR

Nun nehmen wir 6 > 0O beliebig, und schreiben R als disjunkte Vereinigung
R = X, R; vonkleineren Rechtecken R; = [ay, b{)X: - -X[a), b)), deren maximale

Seitenldnge max,-(b{ - a{ ) — diese stimmt mit dem Durchmesser d(R;) beziiglich
[I.lleo tiberein — kleiner als ¢ ist. Zusétzlich gelte?

d(R))

min(b! - a!) > (15.4)

Nun sei y; € R_j mit | detdT (y;)| = minlekfj | detdT (¢)]. Aus Korollar 15.1.2 folgt
T(R) S T(R) € TO) = dTGNO) + dATONR) + Ky . aiy(©)-
Wegen ||dT(y))"'| < M und d(R;) = d(R;) gilt
dT(y,)(R;) + Ki@ypr @)@ = dT(y;)(R; +dT(y;)"" (Kd(R,-)-an(d(Rj))(O)))
C dT ()R + Kntaw,vom @z (0))

und somit T(R;) C T'(y;) —dT(y;)(y;) + dT(yj)(R_j + Ky(0)), wobei 6 := M - d(R)) -
pri-(d(R,)). Nach (14.14) gilt

A(T(R)) < |detdT (] 2a(R; + Ko(0)) .
Da Ky(0) eine abgeschlossene Kugel beziiglich ||.|| ist, folgt ITJ + Ky(0) =

[a],b]1x -+ x [a), b1+ [-6,61" = [a] — 6,b] + 6] x -+ x [a) - 6,b) +6].

2Dies lisst sich bewerkstelligen, indem man immer die [af s b;.i ) von maximaler Lédnge in zwei gleich lange
Intervalle unterteilt, bis besagte Bedingung erfiillt ist.
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Also (die letzte Ungleichung gilt wegen (15.4) und der Monotonie von pr.)

d
2(T(R)) < |detdT(y;)| 2a(R; + Ko(0)) = | detdT (y))| ]_[ (b] - al +20)
i=1

d(R;)
-

1 1

d d
= |detdTypl [ [0/ -a) [ |01 +2M - pr(@(R)) )
i=1 i=1

< |detdT (v Aa(R;) (1 +4M - pri(8))° .

Summieren wir iiber j auf, so folgt wegen der Wahl der y;

A(T(R)) < (1+4M - pr(6) " |detdT(y))| Aa(R))
j=1

<(1+4M pr )" ) f | det dT (x)] dA4(x)

-
J R;

= (1+4M - pr,(5))" f | det dT(x)| dAg(x) .
R

Lassen wir 6 > 0 gegen Null streben, so tut das wegen Korollar 15.1.2 auch pr(6),
und wir erhalten (15.3) fiir B = R.

(iv) Gemill Lemma 14.1.3 wird By, N X vom Semiring Jx aller d-dimensionalen
Rechtecke R der Form (14.1) mit R C X erzeugt.

Die beiden Mengenfunktionen links und rechts vom Gleichheitszeichen in (15.1)
sind o-endliche Mafle auf B,; N X. Aus den Eindeutigkeits- und Fortsetzungssitzen,
Satz 3.16, Satz 4.10 und Satz 4.13 in [K] folgt fiir B€ B, N X

u(B) = inf{Z,u(Rn) :R; €3y, jEN, UR,, > B} .

n=1 n=1

Also setzt sich die Ungleichung (15.3) von den Rechtecken auf alle Borelmengen
BeB,NnX={CeB,:CcCX}fort.

(v) Ist 27" das durch A7 (B) := A((T~")"'(B)) = A(T(B)) definierte Ma8, so besagt

(15.3), dass /1571 < u, wobei u(B) = fB |detdT (x)| A4(x). Zusammen mit Satz
14.4.7 folgt daraus fiir messbare Funktionen g > 0 auf X

fgoT-‘dadzfgdzg" sfgduzfg~|deth|d/ld,
Y X X X

wobei die letzte Gleichheit gilt, weil | det dT (x)| gerade die Radon-Nikodym Ablei-
tung von p nach Ay ist; vgl. Folgerung 9.50 und Satz 11.19 in [K].

Setzen wir g = f o T, so folgt fiir alle messbaren Funktionen f > 0 auf ¥

ffd/ldsffoT~|deth|d/ld. (15.5)
Y X
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(vi) Daauch T7! : Y — X ein Diffeomorphismus ist, folgt ebenso fiir messbare g > 0
auf X

fgd/ld < fg o T\ .| detd(T™ ") dAy.
X Y
Setzen wir hier g(x) = foT (x)-| detdT (x)], so folgt wegen (dT(T~'y))™" = dT~\(y)

ffoT~|deth|d/ldS
X

f foT(T'(y) - |detdT(T~"y)| - |detdT ™" (y)|dAy = f fda,
Y Y
und mit (15.5) sogar (15.2) fiir messbare f > 0.

a

15.1.4 Beispiel. Man betrachte die Polarkoordinaten Darstellung von R?, also die
Abbildung ¢ : [0, +00) X [0,27] — R2, ¢(r,¢)T = (rcose,rsing)’. Fir auf R?
integrierbare Funktionen gilt dann

ffd/lz = f f(ii?r?:’:) rdls (;) . (15.6)

R? [0,+00)x[0,27]

Um das einzusehen, betrachte die Einschrinkung
¢ (0,+00) x (0,271) > R\ ({x e R: x > 0} x {0}).

Diese Funktion ist augenscheinlich bijektiv, und

det(d¢(r))= cosg  —rsing | _
@ sing rcosg
Also ist ¢ ein Diffeomorphismus, und nach Satz 15.1.3 gilt
_ reos ¢y r
fda, = f f(rsingo) rd, (90) . (15.7)

R2\({x€R:x20}x{0}) (0,400)x(0,27)
Danun aber {x e R : x > 0} X {0} bzw.
({0} x [0, 27]) U ([0, +0) x {0}) U ([0, +00) X {271}),

also die Differenz der Integrationsbereiche in (15.6) und der in (15.7), 4,-Nullmengen
sind, folgt auch die Giiltigkeit von (15.6).

15.1.5 Beispiel. Wir wenden (15.6) an, um [ := f - ¢ dx zu berechnen:

I*= ffe’xz’yz dydx = fe’xz’yz da, (;)

oo Soo R
21 +o0
= f e rdi, (r) = ffe_’zrdrdgo e
[0,+00)x[0,27] i 0 0 ’

Also I = +/m, wie wir schon in Beispiel 8.7.13 gesehen haben.
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15.1.6 Beispiel. Wir wollen das Integral

X X X
fy 2(y) f M(y) Y 2(y)
M R2
berechnen, wobei M C R? jene Teilmenge ist, die durch die x-Achse und durch die
Kurve (Polarkoordinaten)
r=1-cosp, ¢e€l0,n],

begrenzt ist, also

_ [{rcosg) . _ y
M—{(rsin‘p)~<ﬁ€[0,ﬂ],oﬁrsl cos<p}

Aus (15.6) folgt

_ rcosey o . r
I= f ]lM(rsingo)r 51n¢dﬂz(¢).
[0,400)x[0,27]

Ist ¢ : [0, +00) X [0,271] — R2, ¢(r,¢)" = (rcos g, rsing)’ wie in Beispiel 15.1.4, so
gilt 1y (rcos @, rsing)” = Ly (d(r,@)") = Ly (r, )", wobei

oI (M) = {(;) €[0,+00)x[0,27] : p € [0,7], 0 <r<1- cosgo}

;
2
L o
to 1z T ¢
Also folgt mit Fubini
n l-cosg
I= f 72 sin d 1, (;) = f f P singdr dy
¢~ (M) 0 0

_1 ( 3 _ 1 4”_4
= 5j‘(l cos @)’ sinpdp = E(l cos ¢) |0— 3
0
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15.1.7 Beispiel. Sei R := [0, +o0) X [0,27] X [-7, g]"‘z, und sei 7, : R — R” definiert
durch

- cosa cosf; cosB, --- cosb,_3 cosb,_»

o sina cos@; cosO, --- cosB,_3 cosb,_»

0 sind; cos@, --- cosB,_3 cosb,_»

T,| "1 |=r
’ sin#,_3 cos6,_»
6, .
sin6,_»
Offensichtlich ist T, stetig. Ist (x1,...,x,)" = T,(r,a,61,...,6,-2)7, so gilt
x% + x% =r? cos? 0 cos? G - cos? 60,_3 cos? 6,7,
2,2, .2 _2 2 2 2
X+ x5+ x5 =r"cos” 6 --- cos” 6, 308" 6,2
X+ + x% 4o+ X2 =1 cos? 0,0
2,2, .2 2 2_2
X +X+ X3+ X, X, =T

Fiir (r, @, 0y, . ..,0,-2)T € (0, +o0) x (0, 27) X (-3, Zy-2 gjeht man unmittelbar, dass
X1,..,x)T e R*\ {x e R" : x; > 0,x, = 0}. Insbesondere gilt x; # 0 oder x, # 0.

AuBerdem haben wir

. Xi+2 .
sin 6 = i fir k=1,...,n—-2, (15.8)
2 2
Xp+ e+ X,
sowie N N
. 2 1
sine¢ = ———— und cosa= ——. (15.9)
2., .2 2., .2
X7+ x5 X7+ x5

Wegen 6; € (-5, %) und @ € (0, 2n) folgt, dass (r,a, 6, ..., 6,-2)T eindeutig durch sein
Bild (xi,...,x,)" unter T, bestimmt ist, dh. T, ist injektiv.

Nimmt man umgekehrt (xi,...,x,)7 € R"\ {x € R" : x; > 0,x, = 0} her, so ist
insbesondere x; # 0 oder x, # 0. Insbesondere gilt 7 := ||(x1, ..., x,)7 |l > 0. AuBerdem
ist x,%+2 < x% + -+ xiﬁ firk=1,...,n~ 2, weshalb wir 6; € (-7, 5) so finden, dass
(15.8) erfiillt ist. SchlieBlich sei a € [0,2n) so, dass (15.9) gilt. Wegen x, # 0 oder
x1 < 0 k6nnen wir @ = 0 ausschliefSen.

Aus (15.8) folgt fiir k = n — 2, dass r?cos? 6, = 12 — r? sin’ Opr = 1 — xﬁ =
x%+x§+x§+---+x}%_l.Fﬁrk=n—3folgt

2
X,
2 cos? 0,3 cos’ O, = (xf +~--+x,21_1)(1 - "—1) = xf Fo X

usw. bis k = 1, wofiir wir x% + x% = r2cos2 6, cos2 @, --- cos? 8, 3cos? 6, , erhalten.

Kombinieren wir das mit (15.9) und (15.8), so sehen wir, dass T,(r, @, 6y, . ..,0,0) =
Oqy e x)T.

Somit ist T, : (0, +0c0) X (0,27) X —g,g)"’z > R'\{xeR": x 20,x, =0}
bijektiv. Man nennt (r, @, 6, .. .,6,_2)" auch die n-dimensionalen Kugelkoordinaten von
CITES L
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& X1 r cosa cosf
=|r sina cosé
rsinf

Abbildung 15.1: Veranschaulichung der Kugelkoordinaten im R?

Nun wollen wir detdT,(r, @, 6,,...,8,-2) berechnen. Wir werden induktiv zeigen,
dass fiir alle n > 2

r
[0

detdT, 01 = 1cos 6, cos’ 8y ...co8" 26, . (15.10)
9}1—2

Fiir n = 2 wissen wir aus Beispiel 15.1.4, dass detdT(r,@) = r. Sei also n > 3 und
angenommen wir wissen, dass (15.10) fiir n — 1 statt n richtig ist. Zunéchst gilt

4 r
a o 0
0, .
T, . =086, - (Ln—l 0Tyt 01 ) + i
: : 0
O3 ’ rsinf,_,
9;1—3
9}1—2
Dabei ist ,_; : R"™! — R” die Einbettung (x1,...,%,_1)" = (x1,...,%,_1,0)". Somit
stimmt die linke obere (n — 1) X (n — 1)-Untermatrix von d7T,(r,a,0y,...,6,_2) mit
cos8,,-dT,_(r,a,6,,...,0,_3) iiberein.
Nun rechnet man leicht nach, dass (beachte cos 8,_, > 0)
r r 0 0
@ . a . .
O | oy | S0 OTn) gy | : =| = |. asay
00,,] . cosB,., Or . 0 0
: : 2
6, 6,,) \reostia+ ri 0

Da die Determinante gleich bleibt, wenn man zu einer Spalte das Vielfache einer anderen
addiert, ist detdT,(r,@,0,,...,0,5) = detC, wobei C mit dT,(r,a,0,,...,0,_,) die
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ersten n — 1 Spalten gemeinsam und in der letzten Spalte den Vektor (15.11) stehen hat.
Entwickeln wir det C nach der letzten Spalte, so erhalten wir

r

detdT,(r,a,61,...,0,0) = o8 0, - dT 1 (r, @, 04, . .., 0,3).

cosb,_»
Nach Induktionsvoraussetzung folgt
detdT,(r,a,01,...,0,-2) = r-cos" 20, - r"2cos cos’6...cos" >0, 3
=" cosO; cos? 6, ...cos" 26, 5.

Insbesondere ist dT,(r, @, 6, . ..,0,-) immer reguléir. Aus Bemerkung 13.2.5 wissen
wir, dass dann T, : (0, +00) X (0,27) X (=5, %) 5> R"\{x € R" : x; > 0, x, = 0} ein
Diffeomorphismus ist.

Da R\ (0, +o0) X (0,27) X (-3, Zy*-2 in einer endlichen Vereinigung von echten
affinen Unterrdumen von R” enthalten ist, hat diese Menge A,-Maf3 Null. Aus dem
selben Grund gilt 2,({x € R" : x; > 0, x, = 0}) = 0. Somit folgt aus Satz 15.1.3, dass
fiir ein messbares f definiert aus R”

r r
07

ffd/lnzf(fOTn 6 Y- " cos By cos?b; ... cos" % 0, 5 dA, 0 |, (15.12)
= » : :

9/1—2 0’1 -2

15.1.8 Beispiel. Wir wollen das Volumen 7 folgenden Achtels M der Kugel mit Radius
a > 0 ausrechnen:

X
M:{[y]:x2+y2+123a2, xZO,yZO,zZO}.
z

Mit (15.12) folgt wegen 1, 0 T3 = ]ngl(M)

r r
I = f]lMd/l3 = f ]ngl(M) [Q’J r? cos 8 d s [a] .
‘ 0 0

R3 [0,+00)x[0,27]x[- 5,51
Nun ist
-1 r cx ]
T; (M) =3 |a|€[0,+00) X [0,27] X [-=,=]: r€[0,a], @,0 €[0,=] ¢,
o 2’2 5
und daher (vgl. Beispiel 14.4.6)

r a

: 3 3
I = f rcos0dA; |« - frzdr fcos&d@ L 1=7ﬂ.
0 2 213 6
0 0

[0,a1x[0,21x[0,%]

15.1.9 Beispiel. Fira,b eR, 0 <a < b < +oo, wollen wir das Integral

1= f e A (% +y%) d(x)
y

{(x,y)T eR2:a2<x?+y2<b?}
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berechnen. Dazu konnten wir auf Polarkoordinaten transformieren und dann elementar

rechnen. Um die Transformationsregel auch fiir Diffeomorphismen 7' zu iiben, die nicht

der Transformation auf Polarkoordinaten entspricht, wéhlen wir einen anderen Zugang.
Wir schreiben [ als?

I= e A (2 4 yz)d(x)
y
{(e, )T €R2:,y#0 a?<x2+y2<b?}
4y 2 2y X Py Ay 2 2y X
e (x*+y9)d + e e x*+y5Hd| .
y y

{y>0, a2<x?+y?<b?} {y<0, a?<x?+y?<b?}

_ S

Mit affinen Abbildung T : (’y‘) - (’y") folgt aus der Transformationsregel, Korollar
14.4.8, dass die beiden Integral tibereinstimmen, also

I_ fe(xz_y2)2e4x2y2(x2 +y%) d(x) ,
2 y
M

wobei M = {(x,y)T € R?:y >0, a® < x? +y*> < b?}. Setzen wir

2 2
h(x) =" und F (x) = (x Y ) fiir (x) eR?,
y y 2xy y

sogiltho F( ) = e 4 AuBerdem rechnet man leicht nach, dass

X
y
X\ (2x =2y
)= )
und daher det dF ( ) = 4(x* + y?). Damit hat man

X
y

1
- thoF-IdetdF(.Nd/lz.

M

1
2

F ist zwar auf R? kein Diffeomorphismus, es ist dort nicht injektiv, schrinkt man es
aber auf R X R* ein, so ist F doch injektiv und

F(R X R") =R?\ [0, +0) X {0}.

Um das einzusehen, sei zunichst bemerkt, dass wenn F((x, y)T) = (u,0)7 fiir ein
u € R, sicherlich x = 0 oder y = 0. Fiir (x, y)T € R x R* folgt somit x = 0, woraus
u = —y> < 0 folgt. Also kann F((x,y)") nicht in [0, +o0) x {0} liegen. Die Funktion
G : R%\ [0, +00) x {0} > R xR,

G(”) _ L Vi v —u

e

ist wegen Vu? + 12 — u > 0 wohldefiniert, und erfiillt G(R? \ [0, +o0) x {0}) C R X R*.
Zudem gilt F o G((u,v)") = (u,v)" und G o F((x,y)7) = (x,y)T.

3Der Integrationsbereich wurde nur um eine 1,-Nullmenge verkleinert
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Also ist F : R x R — R?\ [0, +o0) x {0} bijektiv mit der Inversen G*. Nach
Bemerkung 13.2.5 ist diese Abbildung sogar ein Diffeomorphismus.
Wegen M C R x R* gilt auf R X R sicher 1 = 1y o F, und daher

I 1

5=3 f(]lF(M)-h)oF~|detdF(.)|d/lz, (15.13)

RxR*

wobei wegen [|[F((x, )Dll> = lI(x, ») 13
F(M) = {(‘Lj) €R?\ [0, +00) X {0} : a* < u? +V* < b“} .

Nach der Transformationsregel (15.2) (in der Richtung von rechts nach links verwendet)
folgt

I l l 2.2 u
> == Trony -hdda =~ | ¢ dA
24 f Fon TR 4[6 2(v)

R2\[0,+00)x{0} F(M)

1
— Z f er2rd/lz(;) = ;j(eb4 _ 6‘“4) ’

[a2,b21X[0,27]

und somit I = %(e”4 - 6“4).
Starten wir nochmals mit (15.13) und wenden die Transformationsregel (15.2) (in
der Richtung von links nach rechts) auf G : RZ\ [0, +00) X {0} = R x R*, so erhilt man

371 f (pary - h) o F o G - |detdF(G()| - |detdG(.)| d2, .
R2\[0,+00)%x{0}
Da wegen der Kettenregel dF(G(.))dG(.) = I, folgt wieder

1
= - 1 -hdA,.
1 f F(M) 2

R2\[0,+00)x{0}

1
2

15.2 C!-Bilder von Nullmengen*

Es sei daran erinnert, dass fiir metrische Raume (X, d), (¥,d) und D C X eine Abbildung
f : D — Y Lipschitz stetig mit Konstante C > 0 heift, falls

d(f(x), f(y) < Cd(x,y) furalle x,ye D
gilt. Fiir z € B C D gilt dann
f(B) € Kcap)(f(2), (15.14)
wobei d(B) = sup, .5 d(x,y) den Durchmesser von B bezeichnet.

15.2.1 Lemma. Ist fiir D C R? eine Abbildung f : D — RY Lipschitz stetig, so ist f(A)
eine Lebesgue-Nullmenge fiir jede Lebesgue-Nullmenge A C D ist.

“4Eine andere Art und Weise das einzusehen, ist R? als C zu betrachten. Dann entspricht der Funktion F

genau die Funktion z > 72,
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Beweis. Gemil Folgerung 4.22 in [K] gibt es zu jedem € > 0 abzdhlbar viele d-
dimensionale halboffene Rechtecke R; mit A C | J; R; mit ¥ ; 44(R;) < €. Durch Unter-
teilen der Seiten konnen wir bewerkstelligen, dass die maximale Seitenldnge d(R;) von
R kleiner oder gleich zwei mal die minimale Seitenléinge von R; ist; vgl. Beweis von
Satz 15.1.3, Punkt 3. Somit gilt

d(R))*

2d

< A(R)) < dR)".

Bezeichnet C die Lipschitz Konstante von f, so schlieBen wir aus (15.14) angewandt
auf die von |||l induzierte Metrik, dass f(R;) € y; + [-C - d(R}),C - d(Rj)]d fiir ein
y; € R;. Da das von A, auf der Potenzmenge von R induzierte duflere Ma3 * monoton
und o-subadditiv ist, folgt

XA < Xy +1-C-dR),C-dR)IY < Y Aa(yj + [-C - d(R)), C - dRI)
J J

= > 2R <4101 Y Au(R;) < 41C€.
J J

Da e > 0 beliebig war, folgt 1*(f(A)) = 0. a

15.2.2 Bemerkung. Sei RY mit irgendeiner Norm ||.|| versehen. Dann ldsst sich jedes
offene D C R? als Vereinigung von abzihlbar vielen abgeschlossenen Kugeln KM ()
schreiben.

In der Tat gibt es zu jedem x € D ein €, > 0 mit KQ;”(x) C D. Wir wenden das unten
stehende Lemma 15.6.3 auf D und seine offene Uberdeckung U ﬂ;”(x), x € D an, und
sehen

p=| Jullwc| JKMwcp,

xeM xeM

fiir eine gewisse abzdhlbare Teilmenge M C D.

15.2.3 Korollar. Sei D C R? offen und f : D — R stetig differenzierbar. Dann ist f(A)
eine Lebesgue-Nullmenge, falls A eine Lebesgue-Nullmenge ist.

Beweis. Wir schreiben D als abzihlbare Vereinigung von abgeschlossenen Kugeln
KE'”‘”(x); vgl. Bemerkung 15.2.2. Da diese Kugeln konvex sind, folgt aus Korollar
10.1.24 zusammen mit der durch die Kompaktheit von K.(x) := K!”“’(x) bedingte
Tatsache SUPyek, (x) ldf ()| < +co, dass f auf K.(x) Lipschitz stetig ist. Nach Lemma
15.2.1 gilt 2*(f(A N K«(x))) = 0, und infolge

XA = (| FANKL) < 312 AN KLx) = 0.

15.3 Satz von Sard*

Ist D C R offenund f : D — R stetig differenzierbar, so lisst sich wegen des Umkehrs-
atzes die Transformationsregel zumindest lokal bei jedem x € D mit rangdf(x) = d
anwenden. Um iiber die Punkte x € D, die das nicht erfiillen, etwas auszusagen, kann
man folgenden Satz verwenden.
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15.3.1 Satz (von Sard). Sei D C RY offen und f : D — R stetig differenzierbar. Weiters
seien M C D die Menge der kritischen Punkte, also

M :={x e D :rangdf(x) <d}.
Dann ist die Menge f(M) der kritischen Werte eine Lebesgue-Nullmenge.

Beweis. GemaB Bemerkung 15.2.2 lésst sich D als Vereinigung von abzéhlbar vielen
Mengen der Form KQ'”"“ (x) schreiben. Somit reicht es, A*(f(K N M)) = 0 fiir ein
beliebiges K = z + [-n, +17]¢ € D mit > 0 zu zeigen.

Wir setzen zunidchst M := sup,x lldf(u)|| < +oo, wobei wir hier die von Abbil-
dungsnorm meinen, die wir erhalten, wenn wir R? mit ||.]l versehen. Nun zerlegen wir
K fiir jedes n € N in n¢-viele kleinere Quader

K= U Z+><[r]+217u —77+217—]

ki,....ka€{1,...,n} J=1

d(Ky,,. 1) = 2

FKhts) € FO) + AN Kryohs =) + K 5, (0,

f\K(

wobei lim, 04 o7, (¥) = 0. Wegen |||l < [I.Il2 < dim(R?) - |||l gilt dabei

Il I e
K, pﬂk(z,,)( )< Kd ‘K(ZU)(O) K, 2,

L ().

\1((

Kugeln um 0 bzgl. ||.||> sind invariant unter orthogonalen linearen Abbildungen, also
unter U € R mit UUT = UTU = I. Es folgt

Uf(Ki,..4) € USG) + UdfON Kty =0 + Ky, (0)

fiir jedes orthogonale U € R¥*“. Da df(y) nicht vollen Rang hat, gibt es ein orthogonales
U mit ran Udf(y) CRT! x {0} C Rd Zusammen mit® | Udfy)l| < |UIldfO)l| < dM
erhalten wir fiir

11
Udf()(K,... = UdfGv+ Udf(y)([—n;,n;]")
C Udf(y)v + [—dM%,dM%]d‘l x {0},

und damit

Uf(K,..x) S UfQ) + Udf(yv+
a2 (=M = 1, G M+ CII ¢ =, G CD)
n Sk n flk n flk n’’ Sk n .

Da A, invariant unter U ist, folgt

21 4 2
T Keyoi) < d4 M 4, Gy, ).

SFiir die zu ||/l gehdrige Abbildungsnorm gilt ||U]| < d.
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Summieren wir iiber alle ki,...,k; € {1,...,n} mit K},
hochstens n¢ Summanden, so folgt

w NM # 0 — also iiber

,,,,,

. 1 20 4 2
AU N M) < - d a5+ pp (DY pp (D)
20 4 2
= dd4d77d(M+Pf|K(7n))d ' 'Pﬂk(gnl

Fiir n — oo geht dieser Ausdruck gegen Null. d

15.4 Fixpunktsatz von Brouwer*

Mit Hilfe der Transformationsregel konnen wir einen analytischen Beweis des funda-
mentalen Fixpunktsatzes von Brouwer angeben. Andere Beweis verwenden Methoden
aus der diskreten Mathematik oder aus der algebraischen Topologie. Im Folgenden sei
§¢ die Einheitssphdre {x € R™! : ||xll, = 1} im R, AuBerdem sind alle offenen bzw.
abgeschlossenen Kugeln bzgl. der ||.|l,-Norm am R%*! gemeint

15.4.1 Proposition. Es gibt keine stetig differenzierbare Funktion g : O — R mit
offenem O 2 K(0) (€ R*1) so, dass g(0) C §¢ und glg« = idga.

Beweis.

~> Angenommen es giibe ein stetig differenzierbares g : O — R¥! mit g|gs = idga
und g(0) € ¢, wobei O 2 K;(0) offen ist und es infolge ein > 1 derart gibt,
dass sogar O 2 K,(0) 2 K;(0).

~» Fiir t > 0 betrachte die Funktion (x € O)
h(x) = x +tg(x),
welche O nach R%*! hinein abbildet. Zudem ist %, stetig differenzierbar, wobei
dh(x) =1+ tdg(x).

Da fiir 7 ||dg(x)|| < 1 die entsprechende Neumannsche Reihe aus Beispiel 9.3.6
konvergiert, ist dh,(x) fiir solche ¢ invertierbar. Wegen der Stetigkeit von z —
lldg(2)l| auf der kompakten Menge K;)(0), gilt C := sup,, ., lldg(2)l| < +o0, und
fir0<r< % und ||x||, < 7 ist dh,(x) invertierbar.

Da fiir ein festes x € K;(0) die Funktion ¢ + detdh,(x) stetig ist und auf [0, %)

nicht verschwindet, muss sie darauf immer dasselbe Vorzeichen haben. Wegen
detdhy(x) = 1 folgt det dh,(x) > O fiir alle ¢ € [0, %).

~» Fir0 <t < é ist /|, (o) injektiv. In der Tat, folgt aus A,(x) = h,(y) mit x, y € K;(0),
dass
x =y +1(g(x) = g() = h(x) — h(y) =0,

und somit x —y = —#(g(x) — g(v)). Andererseits folgt aus Korollar 10.1.24
llg(x) — g2 < sup [ldg@)Il1lx — yll> .

lIzll2<n

Infolge erhalten wir

llx = yll2 = #llg(x) = gWll2 < ¢ sup [ldg@)Illx = yll2,

lIzll2<n

was wegen tC < 1 die Beziehung x = y nach sich zieht.
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~» Wir behaupten nun, dass 4,(U;(0)) = U,4,(0) fiir jedes 0 < 7 < é In der Tat folgt
aus |[x]h, < 1

(Ol < llxll> + 2llg(ll2 < 1 +1,

also gilt A := h(U,(0)) € U,+(0), wobei diese Teilmenge A von U;.,(0) nichtleer
und wegen Korollar 13.2.3 — es ist ja dh,(x) fiir ||x||, < 1(< ) invertierbar — offen
ist. Setzen wir B := U14,(0) \ h,(U(0)), so gilt Uy,,(0) = AUB. AuBerdem gilt

BNACRY"\ANA=0,

da R¥*! \ A ja abgeschlossen in R%*! ist.

Andererseits gilt A C h,(K;(0)), wobei die rechte Menge als stetiges Bild einer
kompakten Menge selber kompakt und daher in R%*! abgeschlossen ist. Also
folgt

ANBCh(K (0)NB.

Ein y aus der linken Seite muss daher y = h;(x) € B fiir ein x € K;(0) erfiillen.
Aus ||lxll, = 1 wiirde y = h(x) = x + tid [g«(x) = (1 + H)x ¢ Uy4,(0) folgen, was
wegen B C Uy,,(0) unmoglich ist. Also muss ||x||; < 1, und daher y = h(x) €
h,(U1(0)) N B = AN B = 0, was ebenfalls unmoglich ist. Wir schlieen somit auf
ANB=0.

Da U,4,(0) aber zusammenhéngend ist, muss U;4,(0) = A.

~» Nach dem bisher gezeigten ist fiir jedes ¢ € [0, %) die Abbildung A, : U;(0) —
U1+/(0) eine stetig differenzierbare Bijektion mit reguldarem dh,(x), x € U;(0) —
also ein Diffeomorphismus. Aus der Transformationsregel folgt

Ag+1(U114(0)) = f detdh,(x) dAg.1(x),
Ui0)

wobei man mit Hilfe der Formel zur Determinantenberechnung unmittelbar er-
kennt, dass

detdh,(x) = det(I + tdg(x)) = detdg(x) 1! + By(x)? + - + B ()t + 1,

fiir gewisse stetige reellwertige 8, : U;(0) — R. Wir erhalten also

(1 + 8y 244 1(U1(0)) = A1 (U114(0)) = 174! f det dg(x) dAg1(xX)+
U,(0)

+ 1 fﬁd(x)d/ldn(XH-“H fBl(X)d/ldH(x)+/ld+1(U1(0))-

U1(0) Ui (0)

Diese Gleichheit muss zumindest fiir alle 7 € [0, %) gelten. Da ein Polynom p(¢)
eindeutig durch die Polynomfunktion Pho,% ) bestimmt ist, miissen die Koeffizien-

ten von 1#*! iibereinstimmen. Also gilt

0# A4 (U1(0)) = fdetdg(X)dﬂdn(X)- (15.15)
Ui(0)
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~> Andererseits folgt fiir die auf R¥*! stetig differenzierbare Funktion A(x) = ||x||§
aus g(0) € S mit Hilfe der Kettenregel

0 = d(h o g)(x) = dh(g(x)) dg(x) = 2g(x)" dg(x).

Insbesondere kann dg(x) fiir kein x € U;(0) regulér sein. Also gilt detdg(x) =0
im Widerspruch zu (15.15).

Q
15.4.2 Korollar. Es gibt keine stetige Funktion h : K{(0) — S¢ mit h|ga = idga.

Beweis. Angenommen es gibe eine solche Funktion schon, so konnten wir /& auf ganz

R fortsetzen, indem wir h(x) = ﬁ fiir ||x]|; > 1 setzen. Wegen

R = K1(0) U R™!\ U(0))

und da / auf diesen beiden abgeschlossenen Teilmengen stetig ist, folgt die Stetigkeit von
h auf R%*!. Da die reellen Polynome in den Variablen (x, ..., x4 1)’ = x eingeschriinkt
auf K,(0) eine nirgends verschwindende und punktetrennende Algebra in C(K>(0))
bilden, folgt aus dem Satz von Stone-Weierstrass, Satz 12.15.6, dass es zu jedem € > 0
derartige Polynome p;, ... pg+1 mit

||/’l] — pj”Kz(()),OO < e fur J = 1,.. .,d+ 1 .
gibt. Wihlen wir € > 0 hinreichend klein, und setzen wir

p1(x)
p(x) = : ,
Pa+1(x)
so folgt sup;, < 12(x) = p(x)ll2 < 3.

Nun sei ¢ : R — R unendlich oft differenzierbar derart, dass ¢(R) C [0, 1], dass
@((—o0, %]) = {0} und dass ¢([4, +0)) = {1}; siehe Beispiel 14.5.4. Die Funktion

r(x) = e(IxIB)Ax) + (1 = (x5 p(x)

definiert auf R¥! mit Werten in R4*! ist iiberall stetig differenzierbar, da fiir x €
U 3 (0) 2 K;(0) der Ausdruck r(x) mit p(x) iibereinstimmt, und da auf R4*! \ K;(0) alle
auftretenden Funktionen stetig differenzierbar sind.

Auf R\ K5(0) gilt zudem r(x) = h(x) = ==-, und fiir x € K,(0) folgt

ma
(0l = 11A(x) = (1 = @3 (h(x) = p(0)Il2
1
> [lh(x)ll2 = (1 = @(IXBE)IAG) — p(lla > 1 - ke 0.
Somit gilt r(x) # O fiir alle x € R?*!. Infolge ist auch (x € R4*!)

_ r(2x)
Ir2o)ll

eine iiberall stetig differenzierbare Funktion mit Werten in S¢ so, dass fiir x € S wegen
r2x) = h(2x) = x

g(x)

) = r(2x) .
7 el
GemaB Proposition 15.4.1 kann es aber kein solches g geben. d
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15.4.3 Bemerkung. Ist E € R*! kompakt, so gibt es wegen der Stetigkeit von y
lx — yll zu jedem x € R*! ein xz € E mit ||x — xg|l» = d(x, E); vgl. (14.31).

Ist E auch konvex, so ist xg eindeutig durch x bestimmt, da fiir ein weiteres z € E
mit ||x — z||, = d(x, E) sicherlich %(xE +z) € E und somit ||xg + z — 2x||, > 2d(x, E).
Aus der Parallelogrammregel® folgt

2 2 2 2 2
llxg +z = 2x1l5 + llxg — zll; = 2|z — xlI” + 2llxg — xI|” = 4d(x, E)~,

also [lxg — 2|l = 0.

SchlieBlich ist  : R*! — E definiert durch r(x) := xg stetig, denn konvergiert
(Xx)newr gegen x, und ist y € E ein Haufungspunkt der Folge (#(x,))nen, also (X)) —
v, j — oo fiir eine Teilfolge (7(x,(j))) jen, so folgt aus

lx =yl = }HE, 1%y — r(xa)ll2 = 1122 d(x,jy, E) = d(x, E)
zusammen mit der Eindeutigkeit von r(x) mit |[x — r(x)|l, = d(x, E), dass r(x) = y.
Wegen Lemma 5.2.11 erhalten wir r(x,) — r(x).

15.4.4 Satz (Fixpunktsatz von Brouwer). Sei O # E C R kompakt und konvex mit
d > 0. Jede stetige Funktion f : E — E hat dann einen Fixpunkt, dh. es gibt ein x € E
mit f(x) = x.

Beweis. Da E insbesondere beschriinkt ist, gilt E C U, (0) fiir ein > 0. Betrachten wir
}]E und x Tl] f(nx) anstelle von E und f, so konnen wir oBdA. E C U(0) annehmen.

Indem wir notigenfalls E als Teilmenge von R4+ x {0} C RY*? betrachten, konnen wir
auch d > 0 annehmen.

Wir nehmen nun an, dass es ein stetiges f : E — E ohne Fixpunkt gibt. Ist r(x)
definiert wie in Bemerkung 15.4.3, so ist die Funktion (x € K;(0))

forixm f(r(x)

stetig und hat Werte in E C K;(0). AuBlerdem hat f o r keinen Fixpunkt, da dieser in
E liegen miisste und damit ein Fixpunkt von f wire. Also gilt f(r(x)) — x # O fiir alle
x € K;(0). Infolge gibt es fiir alle x € K;(0) ein eindeutiges 6(x) € (0, +c0) mit

F(r(x0)) +0(x)(x = f(r(x))) € S°.

6(x) ist die positive Losung der Gleichung

LFGCNIE =26 (), £(r(x)) = x) + Plix = FECOIE =
£ () + 60 = FrOI = 1;

also

(Foe. e -x) | (Fe@). o) x) 1 R
+ + .
llx = fr()Il3 llx = fr(0)ll3 llxx = fr(0)II3
Somit ist die Funktion i(x) := f(r(x)) + 6(x)(x — f(r(x))) stetig. AuBerdem bildet & die

Menge K, (0) nach S¢ hinein ab. Dabei gilt #(x) = 1 und damit i(x) = x fiir ||x]|, = 1.
Gemif Korollar 15.4.2 gibt es aber kein solches 4. a

®Fiir a,b € R™ gilt |la + bll} + lla — bll} = 2llall3 + 2I[bll3, wie man leicht mit Hilfe des Euklidischen
Skalarproduktes zeigen kann.
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15.5 Die Invarianzsitze von Brouwer*

Als wichtigstes Ergebnis zeigen wir in diesem Abschnitt, dass offene Teilmengen
O C R™und P € R™ nur dann homdomorph sein kénnen, wenn m = n.

Wir starten zunichst mit einer stetigen und injektiven Abbildung f : K;(0) — R”,
wobei K (0) die abgeschlossene Kugel mit Radius 1 um den Ursprung in R" bezeichnet.
Da diese Menge kompakt ist, folgt aus Korollar 12.11.10, dass f : K;(0) — f(K;(0))
ein Homdomorphismus ist, wenn wir Definitions- und Zielmenge mit der Spurtopologie
versehen. Insbesondere ist ! : f(K;(0)) — K;(0) stetig. Mit dem Fortsetzungssatz
von Tietze Satz Satz 12.10.3 finden wir komponentenweise eine stetige Fortsetzung
G : R" — R" von f~!. Die Abbildung G eingeschrinkt auf f(K;(0)) hat genau eine
Nullstelle, nimlich bei f(0).

15.5.1 Lemma. Sei f : K1(0) — f(K;(0)) stetig und injektiv und G : R" — R" eine
stetige Fortsetzung von f~' 1 f(K1(0)) — K,(0). Weiters sei H : f(K;(0)) — R” eine
stetige Funktion mit

IGy) = HW)l2 < 1 fiir alle y € f(K,(0)).
Dann hat H mindestens eine Nullstelle, d.h. es existiert ein’y € f(K;(0)) mit H(y) = 0.
Beweis. Betrachte die stetige Funktion ¢ : K;(0) — R” definiert durch

Y(x) := x - H(f(x) = G(f(x) - H(f(x)).

Nach Voraussetzung gilt |G(y) — HY)||> < 1 fiir y € f(K1(0)). Also ist y(x) eine stetige
Abbildung von K;(0) nach K;(0). Nach Satz Satz 15.4.4 hat y/(x) einen Fixpunkt x,
womit

Xo = ¥(x0) = xo — H(f(x0)) .
Also gilt H(y) = 0 fiir y = f(xo). 0

15.5.2 Lemma. Sei Y = Y, U Y, C R" kompakt, Y| kompakt und Y, eine Lebesgue-
Nullmenge. Weiters sei G : Y — R” eine stetige Funktion mit G(y) # 0 fiir y € Y. Dann
existiert zu jedem 6 > 0 eine stetige Funktion Q : Y — R" derart, dass

IGO) — Ol <6
und Q(y) # 0 fiir alle y € Y gilt.

Beweis. Wihle n € R mit 0 < 27 < § mit
GY)n Uz,,(()) =0.

Das ist moglich, weil 0 ¢ G(Y}), Y| kompakt und G stetig ist. Da Y kompakt ist, finden
wir mit Satz 12.15.6 Polynome in n-Verinderlichen Py, ..., P, : R" — R mit

IGG) = POlle < 7 fir alle yevy,
n

wobei P = (Py,...,P,)" : Y — R"ist. Nach Korollar 15.2.3 ist P(Y») eine Nullmenge.
Somit existiert ein d € U,(0) \ P(Y>). Fiir das verschobene Polynom

Q0) = P(y)—d
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gilt Q(y) = 0 genau dann, wenn d = P(y), womit O ¢ Q(Y>). Firy € ¥ gilt
IG») — Wl = IIGG) = Py) +dll: < IGK) — POz + lld]l2
< nllGy) = POl +ldllz < n+n=2n < 6.
Wegen G(Y) N Upy(0) = 0 schlieBen wir auch auf 0 ¢ Q(Y1). a
15.5.3 Proposition. Ist f : K{(0) — R” stetig und injektiv, dann liegt f(0) im Inneren
von f(K;(0)).

Beweis. Sei G : R" — R” die stetige Fortsetzung von f~! wie in Lemma 15.5.1. Wegen
der Stetigkeit von G und wegen G(f(0)) = 0 gibt es ein € > 0 mit

1
IGON2 < 75 wenn [ly = fO)ll2 < 2e.

Nehmen wir an, dass f(0) nicht in f(K;(0))° liegt, so existiert ein ¢ € f(K;(0))° mit
[l£(0) — |l < €. Wegen der Dreiecksungleichung gilt

1
GO < 75 wenn [ly—cl2 < €. (15.16)

Wir betrachten die Menge Y := Y; U Y, wobei
Yi:={ye f(Ki(0):lly—cl 2 €} und Y;:={yeR":|ly—cl =€},

und definieren die Funktion ¢ : f(K;(0)) — Y durch
€

#(y) ;= max(———, 1) (y —c) +c. (15.17)
lly = cll2

Diese ist wohldefiniert, da der Punkt ¢ nicht in f(K;(0)) liegt, und stetig. Der Punkt ¢(y)
liegt in Y fiir alle y € f(K;(0)), dafiir |y —c|l, > €

6() =y € fKI(0) und [l6() —cla =y -l 2 e also ye ¥y,
und fiir |ly — c|» < €
lp(y) —cll, =€, also yeY, gilt.

Nach Konstruktion sind Yi, Y, und infolge ¥ kompakt. Mit Kugelkoordinaten lésst sich
leicht herleiten, dass 4,(Y>) = 0; vgl. (15.12). Gemill Lemma 15.5.2 finden wir daher
eine stetige Funktion Q : ¥ — R" mit 0 ¢ Q(Y) und

IG0) - 0l < o furalle ye Y. (15.18)

Die durch H(y) := Q(¢(y)) definierte Funktion H : f(K;(0)) — R" ist als Zusammenset-
zung zweier stetiger Funktionen selber stetig und besitzt keine Nullstellen in f(K;(0)).
Um den Abstand zu G abzuschitzen, unterscheiden wir fiir y € f(K;(0)) zwei Fille:
Falls |y — c|l> > €, dann gilt ¢(y) = y und mit (15.18)

7

G —HWll2 < T

Falls |ly — ¢l < € dann gilt ||¢(y) — ¢l = € und wegen (15.16) infolge

IGO)l2, 1G> < 1—10. Mit (15.18) und der Dreiecksungleichung erhalten wir daraus
IGO) = HWIl2 = [IG(K) — G(g(y) + G(d() — Q(p(M)Il2

9
GO +IGEONI2 + IG(@0)) = QeODIk < 75-

IA
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In jedem Fall gilt
IG) -Hy)l, <1 fiir ye f(K(0)),

womit die Voraussetzung von Lemma 15.5.1 erfiillt sind. Also miisste H im Gegensatz
zu seiner Konstruktion mindestens eine Nullstelle besitzen. d

15.5.4 Satz (von der Invarianz offener Mengen). Sei U eine offene Teilmenge von R"
und f : U — R” stetig und injektiv. Dann ist f(U) offen und f ein Homéomorphismen.

Beweis. Seiu € U beliebig. Da U offen ist, finden wir eine Kugel K,(u), die ganz in
U liegt mit 0 < r < 1. Die Funktion f : K;(0) — R", f(x) := f(rx + u) ist somit
wohldefiniert, stetig und injektiv ist. Nach Satz Proposition 15.5.3 liegt £(0) = f(u) im
Inneren von f(K;(0)) = f(K,(u)). Also existiert ein € > 0 mit U.(f(u)) C f(U). Da
u € U beliebig war, ist f(U) offen.

Wendet man diese Erkenntnis auf jede offene Teilmenge von U an, so sieht man,
dass f eine offene Abbildung und infolge ein Homdomorphismus ist. d

15.5.5 Satz (von der Invarianz der Dimension). Seien U C R" und V C R™ nicht leer
und offen. Sind U und V homéomorph, dann folgt n = m.

Beweis. Angenommen, m < n und es existierte ein Homoomorphismus f : U — V.
Definiere g : U — R" als g := to f, wobei ¢ : R” — R" die Einbettung
(1, x)T) = (X1, ..., X, 0,...,0)7 ist. Die Menge g(U) ist in R™ x {0} (€ R")
enthalten und hat somit leeres Inneres im Widerspruch zu Satz 15.5.4. Die Annahme
m > n fithrt man genauso auf einen Widerspruch. u

15.6 Integration iiber Mannigfaltigkeiten

Unser Ziel in diesem Abschnitt ist es, Funktionen, die auf einer d-dimensionalen
Mannigfaltigkeit M im R? mit d < p definiert sind, sinnvoll zu integrieren. Dazu wollen
wir M mit einem Mal versehen, das anschaulich dem d-dimensionalen Lebesgue-Maf}
entspricht, und Oberflichenmayf3 heiflen soll.

15.6.1 Beispiel. Als erstes sei M ein d-dimensionaler Unterraum des Vektoraumes R”.
Ist xq,. .., x4 eine Basis von M, die mit x4, ..., X, zu einer Basis von R? fortgesetzt
wird, so ist die lineare Abbildung

P
¢:R” > R?, Zg—‘jxj - (fl,...,-fp)T

J=1

gemiB Beispiel 13.4.3 eine Karte von M. Sei ¢ : RY — M, ¢(s) = 90_1(8) die zu ¢
gehorige Einbettung ¢, wie in (13.15).

Um einer Teilmenge A von M in sinnvoller Art und Weise ein MaB zuzuordnen’,
betrachten wir M als isometrische Kopie von R4. Dazu nehmen wir zunéchst an, dass
X1, ..., Xxq eine Orthonormalbasis von M ist. Nun ist ¢(B,) eine o-Algebra auf M und
u(A) := 2;(¢7'(A)) ein MaB. Es heiBt das Oberflichenmaf3 auf M.

¢(B,;) und p sind unabhingig von der gewihlten Orthonormalbasis, denn ist
¥1,...,yq €ine weitere Orthonormalbasis von M und y die entsprechende lineare Karte
von M (siehe Beispiel 15.6.1) mit dazugehdoriger Einbettung ¢ := ¢,, so gibt es eine

7Man beachte, dass wegen Bemerkung 14.4.5 M und damit auch A eine 1 p-Nullmenge ist.
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orthogonale Matrix T € R4 mit ¢ = ¢T. Wegen T(B,) = B, und A,(T~(B)) = 14(B)
(siehe (14.14)) folgt

Y(Bg) = ¢ o T(Ba) = ¢(Ba) (15.19)
und fiir A € ¢(By,)

p(A) = Aa(¢7 (A)) = 4T (671 (A)) = Ay (4)).

Was ist nun, wenn yy, ..., y; keine ONB, sondern nur eine Basis von M ist? Zunichst
gilt wie zuvor ¥ = ¢T, wobei T im Allgemeinen keine orthogonale, sondern nur eine
invertierbare d X d-Matrix ist. Wegen T'(B,) = B, gilt auch hier (15.19). Aus (14.14)
folgt

p(A) = 4(¢7 (A)) = |det T - (T (¢7'(A))) = | det T| - Aa(y " (4)).
Da die Spalten xy, ..., x; von ¢ orthonormiert sind, gilt ¢ ¢ = I;; und infolge
|detT)? =detTTT =detTT (¢"¢) T = dety"y .

Also erhilt man
(A) = VdetyTy - 247" (A)) (15.20)
fiir beliebige bijektive, lineare Abbildungen ¢ : R — M.

In analoger Weise wollen wir allgemeine d-dimensionale Mannigfaltigkeiten mit
einem Oberflaichenmal} versehen. Technisch ist das aber aufwendiger, da man im All-
gemeinen nicht nur eine Einbettung auf M hat. Zunichst versehen wir M mit einer
o-Algebra.

15.6.2 Definition. Ist M eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit im R”, so sei B(M) :=
B(7 |p) die Menge der Borelmengen auf M, wobei 7 |y die Spurtopologie der Euklidi-
schen Topologie 7~ auf M bezeichnet.

Aus Fakta 14.1.2 wissen wir, dass B(M) = B, N M und dass jede Einbettung
¢ : C —» M wie in Satz 13.4.9 wegen der Stetigkeit von ¢ auch (B, N C)-B(M)-messbar
1st.

Im Folgenden werden wir des Ofteren die Tatsache bendti gen, dass man fiir eine
Familie von Einbettungen ¢; : C; — M, i € I, mit | J;¢; ¢;(C;) = M immer eine ein
abzdhlbares J C [ derart findet, dass schon | J;; ¢;(C;) = M. Diese Tatsache ist eine
unmittelbare Konsequenz des folgenden topologischen Resultats®.

15.6.3 Lemma (Lindeldf). Sei U;, i € I, eine offene Uberdeckung eines topologischen
Raumes (X,T), d.h. Jie; Ui = X. Hat (X,7") eine abzdhlbare Basis, so gibt es eine
hochstens abzihlbare Teilmenge J C I derart, dass U, i € J, ebenfalls X iiberdeckt.

Beweis. Sei B eine abzihlbare Basis von (X, 7). Da jede offene Menge als Vereinigung

von Basismengen geschrieben werden kann, gibt es zu jedem i und jedem x € U; ein

B;, € Bmit x € B;, C U;. Sei A die Menge aller derart getroffenen Mengen aus 5.
Da mit 8B auch A hochstens abzihlbar ist, gibt es (i(n), x(n)), n € N, mit

A = {Bignxm : 1 € N}.

Ist nun x € X, so gibt es laut Voraussetzung ein i mit x € U;. Wegen B; , € A gibteseinn
mit x € By = Bjp) ) € Uj, wobei i.A. i # i(n), x # x(n). Da aber auch B, x1) € Uiy,
folgt x € Uy, und wir sehen, dass die Uy, n € N, ganz X iiberdecken. a

8Die Spurtopologie auf einer Mannigfaltigkeit M im R” hat eine abziihlbare Basis. Man nehme etwa alle
Kugeln mit rationalem Radius und rationalen Koordinaten und dann deren Schnitte mit M.
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15.6.4 Korollar. Fiir eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit M im R? gilt M € B, und
daher B(M) = {B € B, : B C M}. Auferdem gehort ein A C M zu B(M) genau dann,
wenn ¢~ (A) € By, fiir alle Einbettungen ¢ : C — M.

Im Falle d < p gilt zudem A,(M) = 0 und infolge 1,(A) = 0 fiir jedes A € B(M).

Beweis. Der Fall d = p folgt sofort aus Fakta 14.1.2. Sei also d < p. Fiir jedes x € M
sei ¢, : Uy — D, eine Karte mit x € U,.. Als Homdomorphismen sind alle diese Karten
in beide Richtungen messbar, wenn U, mit U, N B, und D, mit D, N B, versehen wird.
Da U, N M, x € M, eine offene Uberdeckung von M ist, wird nach Lemma 15.6.3 M
schon von U, N M, x € I, mit einer abzdhlbaren Menge I C M iiberdeckt. Also gilt

M= MU, =[]

D, N ({0} xRY))
xel xel W
mit C, X {0} € D, N B, und daher M € B,,. Wie in Bemerkung 14.4.5 festgestellt, gilt
dabei 1,(C, X {0}) < 2,(R? x {0}) = 0. Mit Satz 15.1.3 folgt 1,(¢(C, X {0})) = 0 und
weiter 1,(M) = 0.

Ist schlieBlich A € B(M), so folgt aus Fakta 14.1.2 wegen der Stetigkeit von
¢:C — M,dass ¢~'(A) € B, NC C By fiir jede Einbettung ¢; vgl. (13.15). Umgekehrt
folgt fiir A € M aus dieser Eigenschaft, angewandt auf die Einbettungen ¢, , dass
ox(ANUy) = oxlunu,(ANU,) = ¢;3 (A)x{0} € B,. Da ¢, in beide Richtungen messbar
ist, erhalten wir

A:UanAz Ugo;l(%(AﬂUx))e%,,ﬂM:%(M).

xel xel

a

Sei¢; : C; — M, j € N eine fest gewihlte Folge von Einbettungen wie in Satz
1349 mit M = |y ¢;(C j)9. Die Existenz einer solchen Uberdeckung folgt aus Lemma
15.6.3, da die ¢(C) eine offene Uberdeckung von M bilden, wenn ¢ alle Einbettungen
durchlauft; vgl. Satz 13.4.9. Weiters wihlen wir eine messbare, disjunkte Zerlegung von
M:

M= UjeNM, mit M; C ¢,(D;) und M; € B(M) fiiralle j e N.

Ein Beispiel fiir eine derartige disjunkte Zerlegung ist
M;:=¢;DH)\($1(D)VU---Ug; 1(Dj1)), jEN.

15.6.5 Definition. Fiir A € B(M) definieren wir'®

H(A) = detde (s)Td¢;(s)dAu(s) (€ [0,+c0]), (15.21)

0
—
= g anmy)

und nennen u das Oberflichenmaf3 auf M.

9Sollten schon endlich viele ¢;(Cy),..., ¢x(Cy) ausreichen, um M zu iiberdecken, so kann man im
Folgenden mit der Folge ¢y, ..., bks Pk, di, - . . von Einbettungen arbeiten.

10 Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dass fiir eine Matrix C € RP*? mit vollem Rang, also injektivem
C € L(R?,RP), die Matrix CT C € RP*? selbstadjungiert, reguliir und positiv definit ist. Somit hat CT C nur
positive Eigenwerte und infolge det CTC > 0.
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Man beachte, dass im Falle A € M fiir ein j € N alle bis auf den j-ten Summan-
den der Reihe in (15.21) verschwinden. Um zu zeigen, dass y ein MaB ist, welches
unabhiingig von den ¢; und den M ist, brauchen wir folgende Feststellung.

15.6.6 Bemerkung. Fir Einbettungen ¢ : C; — M und ¢, : C; — M in die d-
dimensionalen Mannigfaltigkeit M mit ¢;(C;) N ¢2(C») # 0 sind B; := ¢I1(¢1(C]) N
$(Cy)) CCy CRYund B, := ¢£1(¢1(C1) N $»(C»)) € C, C R? offen. Schrinken wir ¢,
bzw. ¢, auf diese Mengen ein, so erhalten wir offenbar wieder Einbettungen, womit

w = ylg o gls, : By - By

ein Homoomorphismus ist. In der Tat ist w sogar ein Diffeomorphismus. Um das
einzusehen, sei s € Bj. Nach Bemerkung 13.4.10 gibt es fiir j = 1,2 Karten ¢; mit
Cy; C Bj, ¢1(5) € ¢,(Cy;) und ¢, = ¢|C‘”i' Firtre C, N a)‘l(C‘pz) gilt dann

[t
w(t)=ﬂ°¢z°so1'(0),

N——
eMNU,, NU,,

wobei 7 : R? — R die Projektion auf die ersten d Eintrige ist. Also ist w lokal um s
und infolge iiberall stetig differenzierbar. Vertauscht man die Rollen von ¢, und ¢,, so
folgt auch die stetige Differenzierbarkeit von w™'.

15.6.7 Satz. Die Mengenfunktion u : B(M) — [0, +00] ist ein Maf3, welches unabhdngig
von der Wahl der Folge ¢;, j € N von Einbettungen, und unabhdingig von der disjunkten
Zerlegung M ;, j € N ist.

Beweis. Fiir jedes feste j € Nund A € B(M) kdnnen wir

widy = pan = [ Jaerds o7dos) duts)

¢;'(ANM))

als v; (¢jf1 (A)) schreiben, wobei

vi(B) := f]l¢;1(M/)(s)~ \Jdetd ()T dp(s)dAu(s), Be By,

B

bekannterweise ein Mal ist. Nach Satz 14.4.7 ist auch das transformierte MaB u; ein
solches. Nun ist u = 2;’;1 (1 eine nichtnegative Mengenfunktion B(M) — [0, +oo] mit
u(@) = 0. Die o-Additivitit folgt aus der Tatsache, dass Doppelsummen mit nichtnegati-
ven Summanden nicht von der Summationsreihenfolge abhingen; vgl. z.B. Bemerkung
14.4.4.

Seiy, : E, — M, n € N, eine weitere Folge von Einbettungen, deren Bilder ganz
M tiberdecken, und sei L,,, n € N, eine disjunkte Zerlegung von M mit L,, C ¢,,(E,) und
L, € B(M). Weiters sei ¢ wie in Definition 15.6.5 aber ausgehend von ¢, : E, - M
und L,, n € N definiert. Fiir j,n € Nund A € B(M) setzen wir

Fj,n = ¢J(Dj) ﬂz//,,(E,,) und Aj,n =AN Mj ﬂLn .

Wegen A, C Fj, giltim Falle F';,, = 0 sicherlich #(A;,) = 0 = u(A;,).



78 KAPITEL 15. TRANSFORMATIONSFORMEL, INTEGRALSATZE

Im Falle F;,, # 0 ist qﬁj‘.l(A jn) eine Borelteilmenge des offenen ¢JT1(F ) € Cjund
¥, ' (A;,) eine Borelteilmenge des offenen y,!(F;,) € E,. Wegen Bemerkung 15.6.6
gilt
U 0 w(s) = ¢i(s), s €7 (Fn),
fiir einen Diffeomorphismus w : ¢;~1(F in) = W, (F;,), der offenbar ¢]T1(A.,-,n) auf
¥, '(A;,) abbildet.
Nun sei bemerkt, dass fiir C € R?*4, T e R9¥d

|det T| Vdet CTC = /det TT(det CTC)detT = /det(CT)'CT .

Setzen wir C = dy,(w(s)) und T = dw(s), so folgt aus der Kettenregel, Proposition
10.1.18, CT = d¢;(s). Aus Satz 15.1.3 erhalten wir

ﬁ(Aj,n) = f V det dlpn(t)lepn(t) d/ld(t)

Ui (Ajn)

= f \/detdzﬁ,,(a)(s))szﬁn(a)(s)) - | detdw(s) | dAu(s)
7' @)

= f detde;(s)" dp;(s)dAa(s) = p(A;n) .

;' Ajn)

Mit der o-Additivitit folgt schlieBlich 9(A) = 37 9(Ajn) = oy 1A i) = 1(A).
Q

15.6.8 Fakta.

1. Die Folge ¢; : C; —» M, j € N von Einbettungen kann gemiB Satz 13.4.9
und Definition 13.4.1 so gewihlt werden, dass ¢; = ¢,, mit Karten ¢; von M;
siche (13.15). Die Forderung M = | e ¢;(C;) bedeutet dann nichts anderes als
M C Ujen Uy,

2. Ist A € B(M) in ¢(C) fiir eine Einbettung ¢ : C — M enthalten, so gibt es
sicherlich eine Folge von Einbettungen derart, dass Bilder ganz M iiberdecken
und dass ¢ das erste Folgenglied ist. Wahlt man noch M| = ¢(C), so folgt aus

Satz 15.6.7
u(A) = f Vdetdo(s)Tdp(s)dAy(s) . (15.22)

oA

3. Sollten schon endlich viele ¢ (C)), . .., ¢x(Cy) ausreichen, um ein gegebenes A €
B(M) zu iiberdecken, so kann man ¢y, ..., ¢ zu einer Folge von Einbettungen
fortsetzen, deren Bilder ganz M iiberdecken. Sind zudem My,..., M; € B(M)
disjunkt mit Mj c ¢j(C‘/‘), ] = 1, e ,k, und MyU-- °UMk = ¢](C])U‘ . 'U¢k(Ck),
so kann man auch diese M; zu einer, im Sinne von Definition 15.6.5 zuldssigen,
disjunkten Zerlegung fortsetzen. Wir erhalten

k

IOESY f \Jdetdd ()7 de;(s) dAy(s).

s
= g1 anmy)
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4. Im Falle d = p ist M nach Fakta 13.4.12, 1, eine offene Teilmenge von R”, und
ty M — M ist eine Karte. Ausgehend von dieser Karte folgt aus Definition
15.6.5 sofort, dass u = Ay.

5. Nach dem ersten Beweisschritt von Satz 15.6.7 gilt u(A) = > u;(A) fir A €
B(M), wobei 1;(A) = u(A N M;) = v;(¢7'(4)) und

vi(B) := f]l¢71(M/)(s)- \Jdetdg(s)Tdgi(s)dAy(s) firalle Be B,.

B

Also gilt (vgl. Satz 14.4.7 bzw. Satz 8.2 in [K]) u; = vf". Die Radon-Nikodym
Ableitung von v; nach A ist ]1¢7_1(Mj)(s) - /detd¢;(s)Td¢ ;(s). Fiir ein messbares
f: M — [0, +oo] folgt daher

ff' Ly, dp = ff°¢jdvj = f (fo¢j(s) - \/detdg;(s)Tde;(s)dAu(s).
M D;

7' (M)

Summiert man iiber j € N auf, so folgt mit dem Satz von der monotonen Konver-
genz

f fdu=>)" f (f 0 ¢i(s) - \Jdetdg;()dpj(s)dAa(s),  (15.23)
M JjeN

;' (M)

wobei die linke Seite genau dann endlich ist, wenn es die rechte Seite ist. Wir
schlieBen daraus, dass ein messbares, reell- oder komplexwertiges f auf M genau
dann integrierbar ist, wenn

> f f 0 ¢,(s)] - +Jdetd;(s)Tde(s)dAy(s) < +oo.

T 1)
In diesem Fall gilt (15.23).

6. Ist O € M offen bzgl. der Spurtopologie, so ist O fiir sich selbst genommen auch
eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit; vgl. Fakta 13.4.12. Aus Fakta 14.1.2 folgt
unmittelbar, dass B(0) C B(M). Bezeichnet v das Oberflichenmal} auf O und u
jenes auf M, so zeigt man mit Hilfe von Fakta 13.4.12 leicht, dass fiir A € B(0)
immer v(A) = u(A), also dass v eine Einschrinkung von y ist.

7. Sei M eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit im R”, r > 0, x € R? fest. Mit M
ist auch N := rM + x eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit im R?; vgl. Fakta
13.4.12, 8. Bezeichnet T : R? — R? die Abbildung T'(y) = ry + x, so ist ¢ genau
dann eine Karte von M, wenn y := ¢ o T~ : T(U,) — D, Karte von N ist. Aus
der Beziehung +/detdd, (s)Tdg,(s) = r? - Ydetdg,(s)Tdpy(s) (siehe (13.15))
kann man herleiten, dass uy(rB + x) = ruy(B) fiir alle B € B(M) und

ffdllzv =rdff(ry+x)dﬂM(y)
N M

fir jede messbare Funktion f : N — [0, +oo], und fiir jede messbare Funktion
f : N - R (C) in dem Sinne, dass die linke Seite genau dann existiert, wenn es
die rechte Seite tut.
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15.6.9 Bemerkung (*). Sei M eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit im R”, und sei
T € RP*P orthogonal, dh. TT* = T*T = I. Mit M ist auch N := T(M) eine d-
dimensionale Mannigfaltigkeit im R?; vgl. Fakta 13.4.12, 8. Dabei ist ¢ genau dann
eine Karte von M, wenn y := ¢ o T™' : T(U,) — D, Karte von N ist. Aus der Be-
zichung +/detdg, ()T d¢,(s) = \/detdp,(s)TTTTdp,(s) = /detdp,(s)Tdp,(s) kann
man herleiten, dass uy(7T(B)) = upy(B) fiir alle B € B(M) und

ffduN=ffonuM
N M

fiir jede messbare Funktion f*: N — [0, +co], und fiir jede messbare Funktion f: N —
R (C) in dem Sinne, dass die linke Seite genau dann existiert, wenn es die rechte Seite
tut.

15.6.10 Proposition. Fiir eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit M C R? mit 0 < d < p
und sein Oberfldchenmaf u gilt:

(i) Fiir alle abzdhlbaren A C M gilt A € B(M) mit u(A) = 0.

(ii) Ist 0 # O C M offen beziiglich der Spurtopologie auf M, so gilt u(0) > 0, wobei
0 € B(M).

(iii) M ldsst sich schreiben als abzdhlbare Vereinigung von kompakten Teilmengen von
M. Man sagt, M (versehen mit der Spurtopologie) ist o-kompakt.

(iv) Ist K € M kompakt, so folgt K € B(M) mit u(K) < +oo, dh. u ist ein sogenanntes
BorelmaB.

(v) wist ein o-endliches May.
Beweis.

1. Istx € Mund ¢ : C — M eine Einbettung mit x € ¢(C), so ist ¢! ({x}) eine
einpunktige Teilmenge von C und daher ¢~'({x}) € B, mit A,(¢~'({x})) = 0.
Aus Korollar 15.6.4 folgt {x} € B(M), und aus (15.22) folgt u({x}) = 0. Mit der
o-Additivitdt erhalten wir u(A) = 0 fiir alle abzdhlbaren A C M.

2. Ist @ # O € M offen beziiglich der Spurtopologie auf M, so gilt zunéchst wegen
B(M) = B(T |y) sicher O € B(M). Zudem gibt es eine Einbettung ¢ : C - M
mit ¢(C) N O # 0 und infolge ¢~'(0) # 0. Da jede nichtleere offene Teilmenge
von R? ein nichtleeres d-dimensionales Rechteck enthiilt, gilt 1,(¢~'(0)) > 0.
Somit folgt

4(0) > u($(C) N 0) = f VSt dg(s)T d(s) dau(s) > 0.

¢71(0)

3. Zu jedem x € M gibt es eine Einbettung ¢, : C, — M mit x € ¢,(C,). Wihle
eine offene Umgebung B, C C, von ¢! (x), deren Abschluss kompakt und in C,
enthalten ist'!. Nun ist ¢,(B,), x € M, eine offene Uberdeckung von M beziiglich

'Man nehme etwa Ue(qﬁ;l(x)), wobei € > 0 so klein gewihlt ist, dass Ké(qb;l(x)) Cc C,.
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der Spurtopologie, und hat wegen Lemma 15.6.3 eine abzihlbare Teiltiiberdeckung
dx(By), x € 1. Wegen der Stetigkeit der ¢, ist

| JoBy=m

xel

eine abzihlbare Vereinigung von kompakten Teilmengen von M.

4. Ein kompaktes K € M ist auch in R” kompakt, womit K € B, N M = B(M). Die
beziiglich der Spurtopologie offene Uberdeckung ¢,(B.), x € M, aus dem letzten
Punkt ist offensichtlich auch eine offene Uberdeckung von K, und hat daher eine
endlich Teiliiberdeckung ¢.(B,), x € J.

Da +/detd¢l(s)dp,(s) ob der Stetigkeit auf den kompakten Menge B, 2 B,
beschrinkt ist, und da A4(By) < A4(By) < +00, folgt aus (15.22)

u(K) < Y pu(BY) = Y f Vdetdo ()7 dg.(s) dd(s) < +oo.

xeJ xeJ B,
5. Aus der o-Kompaktheit von M folgt, dass M abzédhlbare Vereinigung von pu-
endlichen Mengen ist.

Qa
15.6.11 Beispiel. Man betrachte die Kugeloberfliche S C R?. Um das Oberfli-

chenmaf von S2 zu berechnen, sei an die in Beispiel 13.4.6 beschriebenen Karten
P zs P25 P y> Py P x> P €riNNErt. Zunichst berechnen wir die Oberflidche von der

offenen oberen Halbkugeloberfliche H,, also von SZn U,,. . Firs = (¢, m’ gilt

bg. (5) = (£,1, V1 — €2 — )" und somit

£ & 2, .2
+ 157 ) &+ 1
detdp,, (s) dp,, (s) = 1= 1=¢%1 =1+ = .
e T T B 1-g&-p 1-2-p
Also erhilt man aus Definition 15.6.5
n 1
(H,) f—l dAo(s) ff—’ drda =2
u — s(8) = raa = Zim,
' Ji—g-p Vi- 72
U1 (0) -1 0

wobei die vorletzte Gleichheit durch Transformation auf Polarkoordinaten mit Hilfe von
Satz 15.1.3 folgt; vgl.Beispiel 15.1.4. Entsprechend erhélt man u(H-) = 2r, wobei H_
die untere offene Halbkugeloberflidche ist. Somit gilt

u(S?) = p(H,) + p(H-) + p(x € S* : x3 = 0}).

Wie wir aus dem folgenden Lemma erkennen, gilt u({x € S : x3 = 0}) = 0, also
u(s 2y = 4n.

15.6.12 Lemma. Sei u das Oberflichenmaf3 einer d-dimensionalen Mannigfaltigkeit M
imR?, und sei ¢;, j €N, eine Folge von Karten mit M C \ jen U,,. Gilt fiir B € B(M),
dass /ld(dJ;l,l (B)) = 0 fiir alle j € N, so folgt u(B) = 0.

Alle N C M, die selber m-dimensionale Mannigfaltigkeiten (0 < m < d) sind, liegen
in B(M) und haben in M Oberflichenmaf3 Null. Somit gilt auch u(B) = 0 fiir alle
B € B(N).
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Beweis. GemiB der Voraussetzung ist

f \/detd%(s)Td%(s) dAy(s)

¢ (BOM)

das Integral einer Funktion iiber eine Nullmenge. Also ist sein Wert Null. Die Summe
iiber alle j € N ergibt Null und stimmt per definitionem mit u(B) tiberein.

Fiir eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit N € M mit 0 < m < d ist im Falle
NNU,, # 0auch NNU,, und infolge ¢ (NN U,,) eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit;
siehe Fakta 13.4.12, 5 und 8. Wegen ¢;(N N U;,j) C R? x {0} ist auch n(ei(NNUy,)) =
¢, (N) eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit im R, wobei 7 : R” — R? die Projektion
auf die ersten d Eintrige ist; siche Fakta 13.4.12, 2. Nach Korollar 15.6.4 liegt ¢;I_1 (N)
in B, und hat Lebesgue-Mal} Null. Aus dem ersten Teil des Lemmas folgt (N) = 0.

Fiir alle B € B(N) = N N8, € B(M) gilt schlieBlich 0 < u(B) < u(N) = 0. d

15.6.13 Beispiel.

~» Wir betrachten die Einheitssphire
SP = (xeRP x| = 1}.

Offensichtlich ist SP~! die Nullstellenmenge der Funktion x +— Ixl> = 1 auf
der offenen Teilmenge R” \ {0} von R”. Nach Satz 13.4.4 ist SP~! eine (p - 1)-
Mannigfaltigkeit im R?.
Einbettungen in S”~! lassen sich ausgehend von der Kugelkoordinatenfunktion
(vgl. Beispiel 15.1.7)

T, : [0, +00) x RPF™! — RP,

cosa cosfy cosb -+ cos,_3 cosb, >

" sina cosf; cosf -+ cosb,_3 cosb,_,
a .
sinf; cosf -+ cosb,_3 cosb, >
T, O |=r . (529
: sinf,_3 cos@,_»
6, p=2 =T
P2 sinf,_»
wobei
;
a
detdT, 01 | = 1 cos 6, cos> @, ...cos" 2 Op2, (15.25)
0y

angeben. Die Einschrénkung von T, auf D, := (0, +o0) X (0,2m) X (-7, g)p—z
ist injektiv und infolge ein Diffeomorphismus; vgl. Korollar 13.2.3. Dabei gilt
T,(r,a,01,...,0,2)" € SP~! genau dann, wenn r = 1.

Infolge ist 7" : (0,27) x (-5, %)”‘2 X (=1, +00) — R”, definiert durch

o4 r+1
91 a
rf: =T, o ’

0,2
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ebenfalls ein Diffeomorphismus und ¢ := T-! eine Karte von S?~!, wobei D, :=
(0,27) x (-7, ’2—’)1"‘2 X (=1, +00) und U, := T(D,). Die dazugehorige Einbettung
(vgl. (13.15)) ist dann

1
a
0, @
¢¢:(0,2n)x(—g,g)p‘2—>S”‘1, ol . |=1,] O |.
=C¢ 91,_2 Hp—z
wobei
rT r 1 0
dTp(S) dTp(S):(O 2 dois)T dots). (15.26)

wie man elementar aus (15.24) herleitet.

~> Thr Bild ¢,(C,) ist dabei zwar nicht ganz S P=1_ Aber das, was auf die Einheitsku-
gel fehlt, ist verhéltnisméBig klein:

G, (Cp)=SP '\ {xeR? 1 x; >0,x, =0}

Klein deshalb, weil, wenn u das Oberflichenmal3 von S P=1 pezeichnet, die Menge
SPI\ ¢,(Cy) = {x € SP71 : x; = 0,x, = 0} in der (p — 2)-dimensionalen
Mannigfaltigkeit {x € S”~' : x, = 0}!2 enthalten und infolge eine Nullmenge
beziiglich u ist; siehe Lemma 15.6.12.

Aus (15.26) und (15.25) folgt zudem

T
Jdetde, ()7 dp,(s) = ,p—l_1 \/dethp(Z) dT,,(Z)

= cos 6] cos’ 6, ...cosP? Op— .

Fiir ein messbares f : $7~! — R (C) gilt somit
f fdu = f (f 0 ¢,(5)) - cOs By cos® Oy ... cos” 20, 2 dA,_1(s)  (15.27)
Sp—] C¢
in dem Sinne, dass die linke Seite genau dann existiert, wenn es die rechte tut.

~» Ist R > 0, x € R? fest, und betrachtet man die Oberfliche x + R - S”~! der offenen
Kugel Ug(x) mit Radius R um x, so ist wegen Fakta 15.6.8, 7, auch x + R - Nat
eine (p — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit, wobei

f Fditgsrs = R f O+ RY) ditso (). (15.28)
RSP sr

fiir jedes messbare, auf x + R - §7~! definierte f. Dabei bezeichnet ., g.sr1 das
OberflichenmaB auf x + R - S7~! und pg,-1 das Oberflichenmal auf §7!.

121 isst man die zweite Koordinate weg, so ist das gerade S72.
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~» Ist schlieBlich f : R? — [0, +o0] integrierbar, so folgt aus der Transformationsre-
gel mehrdimensionaler Integrale

ffd/lpz f foTy-|detdT,ldA, =
(0,+00)x(0,27)% (=, Z)p=2

a

91 9]
r”‘l-ff(r-% . )-cos01coszez...cos”‘zap_zd/lp_l .l dar) =

(0,+00)
9,,_2 9p—2

o [ aman = [ [ rodus- .

(0,+00) sp-l (0,400) rsr-1

Dabei konnen die Integrale auch den Wert +co annehmen. Infolge gilt

f fda, = f f J) dyse-1(y) dA(r) (15.29)
RP (0,+00) pSp-1

fiir jedes messbare f : R” — R (C) in dem Sinn, dass die linke Seite genau dann
existiert, wenn es die rechte tut.

~> Wenden wir (15.29) speziell auf f = 1k, ) an, so folgt

Ap(Kr(0)) = p(S”™) f rﬂ“da<r)=%~u<5”">. (15.30)
(O.R]

15.6.14 Beispiel.

~> Man betrachte den Spezialfall einer 1-dimensionalen Mannigfaltigkeit M C R”,
also d = 1. Angenommen ¢ : (a,b) — M mit (a,b) C R ist eine Einbettung, so
folgt fiir A € B(M) mit A C ¢((a, b))

p(A) = f Vdet ¢/ ()T ¢/ (s) dAi(s) = f 16 ($)Il2 dACs) .
¢71(4) 1 (A)
Insbesondere gilt
u(ot@)) = [ 16 oleds.
(a,b)

Angenommen ¢ ist sogar auf [a, b] stetig differenzierbar, so stimmt nach Satz
11.1.8 dieser Wert mit der Weglinge von ¢, wie sie in der Analysis II definiert
wurde, tiberein.

~» Man betrachte den Spezialfall einer 2-dimensionalen Mannigfaltigkeit M C R”,
also d = 2. Fiir eine Einbettung ¢ : C — M mit D C R? rechnet man elementar
nach, dass

Vdetdg(s)” dg(s) = \/|| (>||2||‘9¢(>||2( )—¢(s)) (15.31)
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wobei (., .) das tibliche Skalarprodukt im R? bezeichnet. Daher gilt fiir ein B €
B(M) mit B € ¢(C),

u(B) = f \/ll 2l ()||2 (—<>—¢<s)) ds(s).

71(B)

~» Ist M C R3 eine 2-dimensionalen Mannigfaltigkeit, dh. p = 3,d = 2, so kann
man (15.31) schreiben als

Vdetdp(s)Tde(s) =

wobei x X y das Kreuzprodukt zweier Dreivektoren ist:

X2Y3 — X3y2
XXy = [X3y1 —X1Y3] .

X1y2 — X2)1

(s )><—( )
I .-

Also gilt fiir ein B € B(M) mit B € ¢(C),

u(B) = f |22 525, dasto.
¢7'(B)

In dem ganz einfachen Fall, dass ¢((£1,£)7) = &vi + &v,, wobei v, 1, € R3
linear unabhingig sind, so folgt

||—( )% —(s) [, =1 x vl

Nach elementargeometrischen Uberlegungen ist das gerade die Fliche des von
vi und v, aufgespannten Parallelogramms ¢([0, 1] X [0, 1]), was gemil} obiger
Formel auch durch

L(@([0, 11 x [0, 1)) = f vy X valla ds = vy X vall
[0,11%x[0,1]

bestitigt wird. Also passen unser Oberflachenbegriff und der aus der elementaren
Geometrie zusammen.

~» Kommen wir noch einmal zu dem Fall zuriick, dass M ein d-dimensionaler
linearer Unterraum von R” ist. Aus Beispiel 13.4.3 wissen wir, dass fiir eine
Basis xi, ..., x; von M die lineare Abbildung ¢ : R — M mit ¢((£1,...,&)") =
Z;{:I ¢&;x; eine Einbettung auf M ist. Wegen d¢(s) = ¢ gilt fiir A € B(M)

uA) = f Vdet 7 ¢ ddy(s) = \det¢T ¢ - 1u(¢™" (A)).
¢71(4)
Damit stimmt in diesem Spezialfall die Definition von Oberflichenmal} aus

Definition 15.6.5 mit der aus der Motivation in Beispiel 15.6.1 am Beginn des
aktuellen Kapitels iiberein; siehe (15.20).
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15.6.15 Beispiel. Man betrachte den zweidimensionalen Torus M. Wir verwenden die
Notation aus Beispiel 13.4.11. Um das Oberflaichenmal} (M) von M zu berechnen sei
zunéchst bemerkt, dass wegen Lemma 15.6.12 sicherlich u(K;) = 0 = u(K3). AuBerdem

gilt
a\" (&) (2+cosf)? O
aly) aofg) =3 1)

Somit folgt aus (15.22)

uM) =uM\ (K1 U Ky)) = f (2 +cosb) d/lz(Z) =2r f(2 +cosf)df = 812 .

(—m,m)X(=m,m)

15.7 Integralsitze

15.7.1 Lemma. Sei A eine reelle und reguliire p X p-Matrix geschrieben in der Form
A = (BIb), wobei b € R? und B € RP?"D. Dann ist der Vektor (e, A" nicht der
Nullvektor und steht normal auf BRP™Y). Somit ist

vi= —————(e) A7) (€RP),
ll(ep A=)l "

normal auf BRP™") und hat beziiglich ||.||» die Léinge eins. Zudem gilt v b > 0 sowie
|detA| = Vdet(BTB) - (v'b).
Beweis. Fir j=1,...,p—1gilt
(Bej,(e,A")) = e A™'Ae; = 0.
Also steht (e/ A™")" normal auf B(R”™"). Wegen
(b.(ehA™)) = €] A7 Ae), = 1
ist (ef A=) nicht der Nullvektor, wobei m =vTb > 0.
Seic = (cy,...,c,)T € RP definiert durch
cj=(=1)P*detB;, j=1,....p.

Dabei bezeichnet B; jene (p — 1) X (p — 1)-Matrix, welche aus B durch Streichen der

j-ten Zeile hervorgeht. Nach der Cramerschen Regel sind die —c ; genau die Eintriige

detA
der letzten Zeile von A~'. Es folgt
¢ = (detA) - (e AT = (detA) - [ (e, A || - v.
Also steht auch ¢ normal auf B(R?™!), womit

T _(B"B 0
' wo-(%" 1)
2
Bilden wir hier links und rechts die Determinante, so folgt (det (Blc) ) = (c"c)det B"B.
Andererseits kann man det (B|c) dadurch berechnen, dass man nach der letzten Spalte
entwickelt. GemiB der Definition von c ergibt das det (B|c) = ¢’ ¢ und infolge

(c"¢)det BT B = (det (Blc) ) = ("e).
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Also erhalten wir

det B'B = c"c = (detA)* - || (T A3 - vy = (det A)* -

T bl
und daraus die Behauptung. a
Fiir L € R? wird die Bedingung (siehe (14.33))

o WKL)

\im 5 (15.32)

im kommenden Satz eine Rolle spielen. Sie bedeutet, dass die Menge L in einem
gewissen Sinne klein ist. Insbesondere erfiillen endliche Mengen L diese Bedingung.

15.7.2 Satz. Fiir eine beschriinkte und offene Teilmenge G CRP, p > 1, sei f : G — R
eine stetige Funktion derart, dass f|g stetig differenzierbar ist. Weiters sei der Trdiger
supp f von f in G U 3°G U L enthalten, wobei L C 0G \ °G die Bedingung (15.32)
erfiillt. .

Ist x — g—;i(x)ﬁirj =1,..., piiber G nach A, integrierbar, und ist fgeg iiber 0°G
nach dem Oberflichenmaf3 u integrierbar, so gilt fiir ein beliebiges w € RP

fdf(X)W day(x) = ff(y) (v W) dp(y), (15.33)
G >G
wobei v(y) die dufere Normale im Punkt y € 0°G ist; vgl. Korollar 13.6.8.

Die Integrierbarkeit von flapg iiber 0°G nach u ist automatisch erfiillt, wenn
supp f € G U 0°G, oder wenn u(0°G) < +oo.

Beweis.
~> Die Funktion f: G — R ist wegen ihrer Stetigkeit und wegen der Kompaktheit
von G beschrénkt. Also folgt aus ¢(0°G) < +oo sicherlich die Integrierbarkeit von
flaec nach p.
Aus supp f € G U 9°G folgt supp f NG = supp f N 0°G. Diese Menge ist somit
kompakt, woraus sich u(supp f N 9°G) < +oo ergibt; vgl. Proposition 15.6.10. Da

flaec auBerhalb von supp f N 8°G verschwindet, erhalten wir die Integrierbarkeit
von f|sg nach u.

~» Wir zeigen zunichst, dass es zu jedem x € G eine offene Umgebung U, derart
gibt, dass (15.33) stimmt, und zwar fiir alle f mit Trager in U,. Fiir x € G sei U,
eine e-Kugel bzgl. der ||.||.-Norm, deren Abschluss ganz in G enthalten ist. Also

Ui=(x1—€x1+€) X X(x,—€,x, +¢€)
sz[x1—e,xl+e]><---><[xp—e,xp+e]<;G.

Zunichst verschwindet mit dem Integranden auch das Oberfldchenintegral auf
der rechten Seite von (15.33). Fiir supp(f) € U, folgt fiir w = ¢; mit dem Satz
von Fubini

fdf(a)wd/l,,(a)z fdf(a)el da,(a) (15.34)

G U/\
+€e +€e
=f"'fdf(x+l1€1+"'+lp€p)€1dl1...dlp.
—€ —€
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af

Das innerste Integral ist wegen df(a)e; = T

(a) gleich

+e
0
fa_){l(x-i-tlel + .- +tpep)dt1 =

f(x+ee+hey+---+tpe,)— f(x—€ey +hey+---+1,e,)=0-0,

da f auflerhalb von U, verschwindet. Also ist auch das Integral in (15.34) Null.
Vertauscht man die Integrationsreihenfolge in (15.34) entsprechend, so sieht man,
dass auch fG df(aywdAy(a) =0, wenn w = e,...,e,. Wegen der Linearitit folgt,
dass dieses Integral verschwindet fiir beliebige w € R”.

In diesem Schritt zeigen wir, dass es zu jedem x € 3°G eine offene Umgebung U,
derart gibt, dass (15.33) fiir alle f mit Trdger in U, stimmt. Dazu wéhlen wir eine
Karte ¢ : Uy, — D, mit x € U,, welche aus einer Einbettung ¢ und aus einem
w ¢ T, = dp(¢~(x)) R wie in Bemerkung 13.4.10 hervorgeht.

Weiters schrinken wir D, so ein, dass die Mengen D; aus (13.26) zusammen-
hingende Teilmengen von R” sind. Gemifl Bemerkung 13.6.7 tritt damit Fall
(if) oder Fall (iii) von Lemma 13.6.4 ein. Indem wir notigenfalls von ¢ zu S o ¢
iibergehen, konnen wir Fall (iif) annehmen. Wegen Korollar 13.6.8 gilt dann

v(y) = ve(y) = dgp(y)Tep fir ye U,N0°G. (15.35)

1
llde() el
Wir wihlen p > 0 so klein, dass Kﬂ'”“(ga(x)) C D,. Fiir f wie in der Aussage des
Satzes mit supp f C w‘l(Uﬂ'”m (¢(x))) € U, folgt wegen

G N U, N (K (e() = Uy N (Ky'(0(0) = ¢ (K} (5) x [, 0)),

wobei (3) = @(x) € RP~! x {0}, aus der Transformationsregel, Satz 15.1.3,

fdf(a)w dAy(a) = f df(a)w da,(a)

G e (K= (5)x[-p,0))

[ o ).

K (5)x[p.0)

Man beachte dabei, dass voraussetzungsgemal das erste Integral in dieser Glei-
chungskette existiert und somit auch das letzte. Nach dem Satz von der beschriank-
ten Konvergenz stimmt fG df(a)w dAp(a) liberein mit

. [t 1t t
lim f df(p 1(£))w-'detd¢p 1(§)|d/l,,(§). (15.36)

KM (5)x[~p,~e]

Wenden wir Lemma 15.7.1 auf A = (BJb) = dgo"(;) an, so folgt wegen B =
d(p‘l(;) (eil...lep-1) = dp(t) und b = dgo‘l(é) e, = w (siche Bemerkung 13.4.10)
sowie (eJA™))T = d(p(cp’l(é))Tep, dass

1
Vig s ))Te[,

d —1(
(e ¢

" et (el
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normiert ist, normal auf d¢(f) R”~! steht und VZgW > 0 erfiillt. Da v, = v(cp‘l((’)))

auch diese Eigenschaften hat, folgt wegen (dim d¢(r) RP~1)* = 1, dass Vig =
v($()); vgl. (15.35). AuBerdem gilt

|detd¢_1(§) |detA| = det(BTB) - (W' b) = /detdg(t)Tde(t) - (W(d(£))" w) .

Die Kettenregel, Proposition 10.1.18, ergibt zudem

T e
% \e fle g)so fep fle g)w

Mit dem Satz von Fubini, Satz 14.4.1, erhalten wir daher

[ oo )

K (5)x[~p.—e]

Of o
f f foy () Wp(0)) w - \fdetdg(n)T dp(r) dé dA,- (1) =

K" lloo (s) =P

(foso ( ) fog ( )) (p()) W) - \fdetdp()Tde(r) dA,-1 (7).

K" (s)

Nun gilt f o 90_1(_;0 ) = 0 und wegen der Stetigkeit von f auch f o go‘l(_e) N
fo ‘P_l((z)) fiir e N\, 0. Da (é) — d¢(r) und (é) - fog ( ) auf der kompakten

Menge Kﬂ'”‘”(s) X [—p, 0] stetig und infolge beschrinkt sind, konnen wir den Satz
von der beschrinkten Konvergenz fiir € N\, 0 anwenden. Also stimmt (15.36)
iiberein mit

f foso“(é)(v(«zﬁ(z)fw)-\/detd¢<r>7d¢<r>dﬂp_1(r>= f FO)-0) W) du(y).

Kl (5) &G

Wir haben also zu festem x € d°G und w ¢ T, eine offene Umgebung U(w),
nidmlich das von w ausgehend konstruierte w_l(U,!'”‘”(cp(x))), derart gefunden,
dass die Aussage gilt fiir alle f mit Trdger in dieser Umgebung.

Man wiihle nun eine Basis von wy,...,w, von R? mitw; ¢ T, j=1,..., p. Sei
U, der Schnitt der U(w;). Fiir f mit supp f € U, und w € R” folgt dann (15.33)
wegen der Linearitit der Integrale in w.

~> Sei f : G — R mit den im Satz gemachten Voraussetzungen, wobei supp f C
G U 9°G. Zu jedem x € supp f gibt es nach den ersten beiden Beweisteilen offene
U, > x derart, dass der Satz fiir Funktionen mit Triger in U, richtig ist. Nach
Lemma 14.5.8 gibt es zu dieser offenen Uberdeckung C*-Funktionen yy, ..., ¥,
derart, dass suppyx € Uy, k = 1,...,n,und (14.30) gilt.
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Insbesondere haben wir supp f - yx € Ujyg). Somit stimmt (15.33) fiir diese
Funktionen. Andererseits gilt f = f - 3/, v« und daher

f df(@wdiya) =" f d(f - yi)(@) wd,(a)
k=1

G

—Z f (F - )0) - 0O W) du(y) = f FO)- 0O W) du(y).

an

Wir behandeln nun den allgemeinsten Fall. Sei also sei f : G — R mit den im
Satz gemachten Voraussetzungen, wobei supp f € G U 9°G U L. Fiir 6 € (0, 1)
betrachte die Funktion

fs = (1 =ks* Mgyy) f

welche klarerweise C' auf G und stetig auf G ist. Aus (14.27) in Lemma 14.5.7
wissen wir, dass supp fs € supp f \ L € G U 0°G. Somit konnen wir das bereits
Bewiesene anwenden und erhalten

f dfs()w dAp(x) = f fs0) - ) W) du(y) . (15.37)
G &

Auf G\ L 2 4G\ (0G \ 8°G) = 9°G gilt gemiB (14.29) in Lemma 14.5.7
fs(y) — f(y) fiir 6 \y 0. Daraus und aus der vorausgesetzten Integrierbarkeit
von y — f(y) nach u schlieen wir mit Hilfe des Satzes von der beschrinkten

Konvergenz, dass die rechte Seite fiir 6 \, 0 gegen fﬁa cfO)- v I'w) du(y)
konvergiert.

df(x)w minus der Integrand der linken Seite l4sst sich fiir x € G betragsmiBig
abschitzen, siehe (14.22), (14.23):

ldf(w = dfs(ywl = d((ks * Lk, - SIW]

Py (d(ks + 1
-y (W( V() + (ks * 11Kw<L>)<x>—f<X>)

j=1 J

< Clifllliwlly
0
Aus (14.28) in Lemma 14.5.7 folgt

+1dfowl.

f ldf(x)w — dfs(wl dAy(x) = f Tksowy (%) - 1df ()W = d fs(x)w| d A (x)
G

G

A,(Ks5(L))

< SCIA o lwlly —= 5

+ f]lKSJ(L)(x) ldf(owlda,(x). (15.38)
G

Fiir § — 0 strebt der erste Summand wegen (15.32) gegen Null. (14.29) in Lemma

14.5.7 ergibt 1x,,1)(x) = 0, x € G € G \ L. Wegen der Integrierbarkeit von

|d f (x)w| konnen wir den Satz von der beschrinkten Konvergenz anwenden, um

auch die Konvergenz des zweiten Summanden von (15.38) gegen Null zu erhalten.

Somit konvergiert die linke Seite von (15.37) gegen fG df(x)wdA,(x).
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a

15.7.3 Bemerkung. Oft wird Satz 15.7.2 angewandt, wenn L := G \ 8°G Bedingung
(15.32) erfiillt. Wegen G U 0°G U L = G U JG = G fillt dann die Bedingung an den
Trager weg.

Wie schon bemerkt, bedeutet Bedingung (15.32), dass L in einem gewissen Sinn
klein ist. Das spiegelt sich auch in der nédchsten wieder.

15.7.4 Lemma. Sei F C R”, p > 1, enthalten in der endlichen Vereinigung von
kompakten Mengen Fj, j = 1,...,n, wobei F; endlich oder F; Teilmenge einer d-
dimensionalen Mannigfaltigkeit'> mit 0 < d < p — 2 ist. Dann gilt

i A KoE)

lim = (15.39)

Beweis. Zunichst geniigt es, wegen'*

Ks(F) € Ko(|_J Fj) € Ko(F) U -+ U K5(Fy)
J=1

zu zeigen, dass (15.39) fiir die einzelnen Mengen F; gilt. Dabei konnen wir obendrein
voraussetzen, dass die endlichen F; sogar einpunktig sind. Also kénnen wir n = 1 und
F = F annehmen. Ist F einpunktig, so folgt wegen p > 1 fiir eine geeignete Konstante
c aus (14.16)
LK) _ 8 o
0 0

Seinun F C M fiir eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit M mit 0 < d < p—2. Zu jedem
x € F gibtes eine Karte ¢ : U, — D, mit x € U,, welche aus einer Einbettung ¢ und
aus Vektoren wy,...,w,_q € R?, welche zusammen mit dem Bildraum von R ED))
ganz R” aufspannen, wie in Bemerkung 13.4.10 hervorgeht.

Sei p, > 0 so klein, dass K= ((x)) € D,. Infolge ist A, := ¢~ (K1~ (p(x))) € U,
eine kompakte Umgebung von x. Daher und wegen der Abgeschlossenheit von Uy, gilt
d(A,, U;) = inf{llu —V||ew : u € A),v € U;} > 0; sieche Lemma 14.6.1. Also gilt fiir
0 <6 < 3d(A,, US) =: B sicher Ks(M N Ay) C U,,. Nun ist

MNA, = MOU,NA, = ¢ (D,n@RI(0D)Ng™ (KM= (p(x)) = o7 (K= (67! (2))x{0})

kompakt. Zuy € Ks(MNA,) gibt es demnach ein z € MNA, mit ||y—z||cc = d(y, MNA,) <
0; siche Lemma 14.6.1. Da jeder Punkt der Form 7y + (1 —#)z mit 7 € [0, 1] einen Abstand
zu z und daher zu M N A, kleiner oder gleich ¢ hat, liegt diese Verbindungsstrecke ganz
in Ks(MNA,) CKs(MnNAy) C U, Mit"

¢ := sup{max(|lde(u)ll, | detdp™ ()] : u € Kg(M N A,)} < +o0
folgt daher aus Lemma 10.1.23 angewandt auf ¢

d(e(y), K= (671 (0)) X {0) < lle() = ¢(@lleo < € lly = 2lleo < 6,

134 kann vom Index j abhingen.

4Aus x € Kg(U;?ZI Fj) folgt, dass es zu jedem n € N ein j(n) € {1,..., n}und ein y, € Fj) gibt mit
d(x,y,) <0+ % Also gibt es zumindest ein j € {1,..., n} derart, dass fiir eine Teilfolge (y,))keny immer
Jj(n(k)) = j, und somit x € K5(F ).

I5Man beachte, dass Kp(M N Ay) kompakt ist.
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und somit

P(Ks(M N A) S Kes(KY= (671 (0) x 0}) € K (67" () x KL= (0).

Aus Satz 15.1.3 folgt wegen Beispiel 14.4.6 mit einer gewissen Konstanten « > 0, die
nur von den Dimensionen p und d abhéngt,

1 1

SA(Ks(M N AY) = 5 f | detdi™ (u)| d, (u)
P(Ks(MNA,))

c? - p! B

LAkl (67000 - A a(KL (O)

a-cl P54 (e6 + po)? -0

< 5 — 0

IN

DaU, = cp‘l(Ul”,'J'"“ (¢(x))) offen in R? ist, ldsst sich F wegen seiner Kompaktheit durch

endlich viele Mengen U,,, ..., U,, dieser Form, iiberdecken. Wegen
! i
Ks(F) C K(;(U MNU,)c U Ks(MNA,)

i=1 i=1

folgt auch 67! - A,(Ks(F)) — 0. a

15.7.5 Beispiel. Wir betrachten nochmals den Wiirfel, wie in Beispiel 13.6.11.
Auf die Kanten E, j = 1,...,12, konnen wir Lemma 15.7.4 anwenden und erhalten

Ap(Ks5(0G \ 0°G)) 6\0
- 0.
1)
Also konnen wir auf den Wiirfel Satz 15.7.2 anwenden.

Wir wollen nun einige klassische Integralséitze formulieren, die mehr oder weniger
unmittelbar aus Satz 15.7.2 folgen. Dazu benétigen wir neue Begriffsbildungen.

15.7.6 Definition. Sei/ : G — RP, (G C RP) eine stetig differenzierbare Abbildung.
Dann bezeichnen wir mit div 4 : G — R (Divergenz von h) die Abbildung'®

. L\ o,
divh(x) := trdh(x) = Y ==(x).
= ij
Istg: G — R, (G C R”) ebenfalls C', so bezeichnet grad g = Vg : G — R? (Gradient
von g bzw. Nabla g) die Abbildung

1)
7o ()

grad g(x) = vg(x) := dg(x)” = :

g
ax, (X)

Ist schlieBlich g : G — R, (G € R”) zweimal stetig differenzierbar, so bezeichnet
Ag : G — R (Laplace g) die Abbildung

p

L
28(x) = div(7g(0) = ) 25 ().
i

16Die Spur tr C einer quadratischen Matrix C ist die Summe aller Eintriige auf ihrer Hauptdiagonalen.
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15.7.7 Korollar (Gaufischer Integralsatz). Fiir eine beschrdnkte und offene Teilmenge
G CR,p>1 seih:G — RP eine stetige Funktion derart, dass h|g stetig diffe-
renzierbar ist. Weiters sei der Triger supp h von h in G U 0°G U L enthalten, wobei
L C 0G \ 0°G Bedingung (15.32) erfiillt.

Ist x — g—i’i(x) fiiri = 1,...,p iiber G nach A, integrierbar, und ist hj|pq fiir
i=1,...,piiber 3°G nach dem Oberflichenmaf3 u integrierbar, so gilt

[ aivhenda,e = [vo) o) duc.

G 0°G

Die Integrierbarkeit der hilyog tiber 0°G nach y ist automatisch erfiillt, wenn supp h C
G U 0°G, oder wenn u(0°G) < +oo.

Beweis. Wir wenden Satz 15.7.2 auf f = hj, w = e; fiir j = 1,..., p an, addieren die
entsprechenden linken und rechten Seiten von (15.33), und erhalten

p
f div h(x) d2,(0) = | f dhj(x)e; dA,(x)
J=1 G

G
p
=2 [ 1000 epdut = [0 ho) du).
Y #G

a

15.7.8 Beispiel. Sei G = U;(0) C R? die offene Einheitskugel. Wir wissen schon, dass
0°G = 0G = §P7! = {x € R” : ||x|l, = 1} und dass v(y) = y. Die Funktion f(x) = x
erfiillt die Voraussetzungen aus Korollar 15.7.7, wobei div f(x) = p. Wir erhalten

pAUL(0) = f div f(x) dA,(x) = f Vo) £ ) da(y)
G 0°G

B fyTydﬂ(y) = u(s™h.
0°G

15.7.9 Korollar (Greenscher Integralsatz). Sei G C RP offen und beschrdankt, und seien
h,g : O = R beide C? auf einer offenen, G enthaltenden Menge O. Weiters seien die
Tréiger von hund g in G U 9°G U L enthalten, wobei L C 0G \ 0°G Bedingung (15.32)
erfiillt.

Sind gloog und hlgeg tiber 3°G nach dem Oberflichenmaf3 u integrierbar, so gilt
(Erste Greensche Identitit)

f ()8 A1, (x) = f g()’)a—(y)(y)dﬂ()’) f erad(9)(0) grad(h)(¥) dA,(x)

G al)

und (Zweite Greensche Identitit)

f (h(x) () — g(N)AC) dA,(x) = f (h(y)a—()(w g(y)a—(y)(y»du(y)
M
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Dabei ist %(’;)(y) die Richtungsableitung von h in Richtung der duf3eren Normalen v(y),

also dh(y)v(y).

Die Integrierbarkeit von gleg und hlgeg nach u ist automatisch erfiillt, wenn
supp g, supp h € G U 0°G, oder wenn u(0°G) < +oo.

Beweis. Fir f(x) = g(x) grad h(x) (¢ R?) berechnet man

div f(x) = g(x)ah(x) + grad g(x)" grad h(x) .

AuBerdem ist v(y)" f(y) = g() dh(y) v(y) = g() afh)(Y)

Da alle partiellen Ableitungen von f stetig auf O und daher auf G C O beschrinkt
sind, sind alle Funktionen x — g—g(x) firi, j=1,..., piiber G nach A, integrierbar.

Aus dem selben Grund ist || grad A(x)|| beschréinkt auf G. Wegen der Integrierbarkeit
von glag folgt daher die von fjlgg fiir j = 1,..., p nach u.

Wir konnen also Korollar 15.7.7 auf f anwenden, und erhalten die erste Greensche
Identitiat. Die zweite folgt, wenn man die erste Greensche Identitit zweimal hernimmt,
einmal wie oben und einmal mit vertauschten Rollen von g und %, und diese dann von
einander subtrahiert. a

15.7.10 Beispiel. Sei f : R? — R? gegeben durch

X1 xlxg
X2 | = X%XQ - X% .
X3 2x1x + x§x3

Weiters sei M die ,,offene” obere Halbkugeloberfliche mit Radius a > 0, dh.

f

M={yeR :lhl=a y;>0}.

Als offene Teilmenge der Kugeloberfliache ist M eine zweidimensionale Mannigfal-
tigkeit. Fiiry € M isty — v(y) := éy eine stetige Normalenfunktion; vgl. Beispiel
13.6.10.

Wir wollen das Flussintegral fM v(»)T £(y) du(y) berechnen, und zwar nicht direkt,
sonder mit Hilfe von Korollar 15.7.7. Dazu betrachten wir die offene obere Halbkugel
mit Radius a, dh. die offene Menge

G={yeR Iyl <a y;>0}.
Setzen wir
L={yeR*:y3=0,yla=a} und N={yeR:y;=0, |yl <a}.
so iiberpriift man leicht, dass
0G=LNMUN, ¢G=0°G=MUN, IG\d°G=L.

Da L als 1-dimensionale Mannigfaltigkeit, Bedingung (15.32) erfiillt, siche Lemma
15.7.4, und da sicherlich u(0°G) < +oo, koénnen wir Korollar 15.7.7 anwenden und
erhalten

f div fda; = f v fO) du(y) + f v fO) du(y) .

G M N
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Wegen div f(x) = )c3 + )cl + x2 ||)c||2 folgt mit Transformation auf Kugelkoordinaten,
vgl. Beispiel 15.1.7,

fdivfd/l3 = f ¥ - % cos 0dAs(r,a, Q)T
G [0,)X[0,27)x(0,%]

a % 2 |
= fffr4 cos@da db dr = 27r§a5 .
0 0 0

Fiir y € N sieht man unmittelbar, dass v(y) = (0,0, -1)7. AuBerdem ist (&,1)7
(é,1,0)" eine Einbettung von U,(0) C R? auf N. Also gilt

[rorrmanm= | andﬂz() - f f gdgdy =0.

N Ua(0) N o

Somit haben wir gezeigt, dass

2.
f V0 ) ) =
M

15.7.11 Beispiel. Die Funktion f : R” \ {0} — R?” definiert durch f(x) = ”x”,,
Zusammensetzung von C!-Funktionen offensichtlich selber stetig differenzierbar, wobei
G=1,...,p)

——Xx ist als

P p+2

oS 5 5 T gmr-e
Xj ! k=1 k=1 ]2 k=1 J_||x”p+2 Pl

und daher div f(x) = W Z‘;:l (||x2|| - px?) =0.

Wir nehmen irgendein oftenes und beschrinktes G C R” derart, dass ¢(0°G) < +oo0
und dass G \ d°G klein im Sinne von (15.32) ist.

Falls 0 ¢ G, so konnen wir unmittelbar Korollar 15.7.7 anwenden, da f auf einer
offenen Obermenge von G stetig differenzierbar ist. Wir erhalten

f Vo) £ dualy) = f divfda, = 0.

0°G G

Ist andererseits 0 € G, so withle man p > 0 so klein, dass K,(0) € G, und betrachte die
offene Menge G’ = G \ K,,(0). Man iiberpriift elementar, dass G’ = dG U (pS 7~1y und
°G’ = 3°G U (pSP~"), wobei v(y) = —ﬁy.

Jetzt ist f auf einer offenen Obermenge von G’ stetig differenzierbar. Also kénnen
wir Korollar 15.7.7 anwenden, und erhalten

f Vo) £ duly) + f Vo) ) diy) = f Vo) F) dia(y) = 0

8°G pSr-1 8°G’
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Fiir y € pS?~! gilt dabei v(y)” f(y) = p II}H” o,y = p —-, und daher

1
f v fO) du(y) = u(pS” b= —pp—_lpp‘lu(S"‘l) = —u(s"™h,

pS[) 1

wobei vorletzte Gleichheit aus Fakta 15.6.8 folgt. Also gilt im Fall0 € G

f v f) du(y) = u(S?™).

°G

15.8 Poissonsche Darstellung harmonischer Funktio-
nen*
15.8.1 Definition. Ist g : G — R” mit offenem G C R” zweimal stetig differenzierbar,
so heilit g harmonisch, wenn Ag = 0, wobei
p 2
0°g
Ag(x) = —(x).
g =" el

J=1

Fiir reellwertige g gilt Ag(x) = div(Vg(x)); vgl. Definition 15.7.6.
15.8.2 Beispiel.

~> Die Funktion g : R? \ {0} — R definiert durch
g =In|lf| = ln(t1 + tz) (15.40)

erfiillt vg(r) = W
harmonisch ist.

-t. Wegen Ag(r) = div(vg(r)) folgt aus Beispiel 15.7.11, dass g

~» Fiir p > 2 wird die Funktion g : R” \ {0} — R definiert durch

1 1 P 2
g = 1= A7 = i, [Z t,%) (15.41)

k=1

genauso wie die Funktion aus dem letzten Beispiel eine wichtige Rolle spielen. Sie

erfiillt auch vg(r) = TP t”p - t, und wieder wegen Beispiel 15.7.11 ist g harmonisch.

~> Ist g wie in (15.40) bzw. (15.41) und ist y € R?, so folgt sofort, dass auch die
Funktion g_, : R” \ {y} — R, ¢+ g(¢ — u) harmonisch ist.

~» Sei gg die konstante Funktion gy = ZL 12,+00)(p) und fiir x # 0 sei
N 1
8-x: t g(llxlle - X) 1€ R\ {—=ux}.
(B (B3]

Nun gilt AZ_,(¢) = Ix112(Aag)(|Ix|lz — ”x” x) = 0. Also ist auch diese Funktion

harmonisch genauso, wie (i x := co & R?)

wi(t) = g-x(t) = 8-x(0), 1 € R\ {x, x}.

Cllx |I2
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Man rechnet leicht nach, dass

1 1]l 1
Vwi(l) = ——— - (t—x) - —————— - ([Ixllt = 7= x).
T el [l = Lo d)” Il
Explizit ist fiir x # Ound t € R” \ {x, ﬁ}
In|jt - x| - ln“||x||t - ﬁx“, falls p =2,
wey=9q L DY e ) (15.42)
o (= = il = 7Y L fatts p> 2.

Fir x =0und t € R? \ {0} gilt

® In|il, falls p=2, (15.43)
wo = _ .
ﬁ (PP = 1), falls p>2.

15.8.3 Bemerkung. Sind x,y € R? mit x # 0, so folgt fiir [|.|| = |||l = (., .)% wegen der
Bilinearitit des Skalarproduktes

1 2
[ty = ]| = It = 2063 + 1
]
= I = 203, ) + VP + AP = DI = 1) (15.44)
= Il =31 + (P = DAYIP = 1)

Insbesondere gilt [lx — Il = |[Ilxlly — x|, wenn llyll = 1, und [1x = yll < ||lixdly = 7|

wenn x,y € U;(0).

Aus dieser Bemerkung folgt, dass die Funktion w, fiir festes x € U(0) fiir ||¢]| = 1

verschwindet und fiir r € U;(0) \ {x} negativ ist. Man beachte, dass K;(0) \ {x} im
Harmonizititsbereich von w, enthalten ist.
15.8.4 Bemerkung. Die Funktion ¢ — In ||t — x|| im Fall p = 2 bzw. ¢t — ||t — x|*? im
Fall p > 2 ist fiir beliebiges x € R” iiber jede kompakte Teilmenge von R” nach 2,
integrierbar. Dazu sei R > 0 so groB}, dass Kr(x) das gegebene Kompaktum umfasst.
Nun gilt im Fall p = 2 mit Transformation auf Polarkoordinaten

f | Inllt = ¥l | da(0) = f | Inlifl 1dAs(0)

Kr(x) Kr(0)
1 R?
Ly B0InR-1), falls R>1,
=f2n|lnr|rd/1(r)= 2, f@WnR=1), falls
B _2mR), falls R< 1.
(O] 4

Im Fall p > 2 gilt mit Transformation auf Kugelkoordinaten (siehe auch (15.27))

f llt = xII*7 dA,(1) = f 417 dA,(2)

Kr(x) Kr(0)

= Pl P . cos @ cos’ 6, ...cosP2 Oprddp | . | dA)

0,R 0,27)x (=%, Z)p=2
(0.R] 02m)x(~5.5) 6,
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R2
= — . u(SPYH.
> pu(S")
Somit ist wo auf U;(0) nach 4, integrierbar. Da fiir festes x € U;(0) \ {0} die Funktion
2—
fIn H||x||t— ﬁxH baw. 1 Hllxllt— ”—)IC”xH " auf U, (0) beschriinkt ist, folgt auch, dass

wy auf U(0) nach A, integrierbar ist.

15.8.5 Lemma. Sei O C R? offen mit O 2 K;(0) und h : O — R liege in C%(0). Dann
gilt fiir alle x € U;(0)

1
) = s [ 90 ) )+ s [ wiosh a0,
N U1(0)
wobei 9(x,y) = ll‘jj”j der Poissonkern ist und w.(t) wie in (15.42) gegeben ist.

Beweis. Sei x € U;(0) und 0 < p so klein, dass K,(x) C U;(0). Die offene Menge
G = Uy(0) \ K,(x) erfiillt offenbar G = SP~' U (x + pSP~"), wobei fiir die duBere
Normale gilt

1
vy) =y, ye ST und v(y) = ——(y —x), y € x + pSP" .
P

Wenden wir Korollar 15.7.9 an, so folgt wegen Aw = 0 auf G

fmmmmwm»- -0 5,0 0) )
G

an oh an
= [ )2 () —we()-2(y))d h(y) 2 d
Sf( (Y)av(y)(y) w (y)av(y)()’)) ,UO’)JF! ( (Y)av(y)(y) wx(y) Ew (y)()’)) u(y) .
p-1 X+p. p-1
Da w, auf §7~! verschwindet, und da fiir x # 0 (y € §7~! und somit ||||x||y ”x“x“
Ilx = ¥l
awx B [ o B T

) 0 =(v Wx()’)) v(y) = (—||y—x||1’ O=-2x ”” Iy _M ”p - (llxlly || I ))

_ T S Sl 11

'Ww—wA@ x) = Iy n)y—w_ﬂw—@uyx
und fiir x = 0 (y € SP71)

0
?w—(wwvwww Yy =1=9p0,),
folgt
f&O(X,y)'h()’)dﬂ(Y)+fo(l)Ah(l)d/lp(t) (15.45)
Al G
w(y)—— d
f (h (y (y)(9 (y)(y}) u(y)

x+pSr-1
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0g_x 08_y
= - j‘h@>g ) du(y) + j“h@>g ) du(y)

ov(y) v(y)
x+pSr-1 x+pSr-1
=1 =0
on on
—j‘&wg@www+j‘%m5@@ww.
x+pSP! x+pSr-1
=3 =y

Fiiry € x + pS7~! gilt

0g—»
()
Aus Fakta 15.6.8, 7, folgt

1 1
0= (V80" v = (- r= 1) S =) = —p!7.
lly — xII? p

dgs
I = fh@ﬁ@@@@

x+pS P!

=—p'”? f h(y)dﬂ(y)=—p1”’p”’1fh(x+py)dﬂ(y).

x+pSr! sp-l

Wegen der Stetigkeit von /4 bei x konvergiert dieser Ausdruck fiir p \, 0 nach dem Satz
von der beschrinkten Konvergenz gegen —u(S”~") h(x).

Day— h(y),y — g_x(y),y = Vh(y),y — Vg_,(y) alle auf K;(0) stetig und daher
dort beschrinkt sind, und da wegen der Cauchy-Schwarzen Ungleichung

0%_x X oh
Im@)l <V gl Im(y)l <IIvapll,

folgt fir ein C > 0 mit C > [| V A - 1| + | V gl - [h()l, y € K1(0),

| - I3 < deﬂ=Cp”’1#(S”“)—>0,p\0.

x+pSr-1

Es bleibt ;. Auf x + pS?~! ist g(y — x) konstant gleich In p im Fall p = 2 und konstant
gleich ﬁpz’/’ im Fall p > 2. Somit gilt fiir ein geeignetes ¢ > Omitc > || VA(Y) |, y €
K1(0),

_ _ [Inp|, falls p=2,
L] < -x)|d = c(o” tusPhy) -
| < c j“|ay Dl du(y) = c(p" ' u(s"™) {lp%p Gl o2

-2 ’
x+pSr-t r

pllnp|, falls p=2, p\0
50

= cu(SP 1.
eut ){ﬁp, falls p > 2,

Fiir p ™\ 0 folgt die Aussage des Lemmas nun aus (15.45), da wegen Bemerkung 15.8.4
und dem Satz von der beschrinkten Konvergenz

f wi(t)Ah(t) dA (1) p—\? f wi(B)Ah(1) dAy(1) .

G U1(0)
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Im folgenden sei o das OberflichenmaB u auf S”~! multipliziert mit dem Faktor
W Somit gilt o(S7~") = 1.
15.8.6 Satz (Poisson-Darstellung). Sei h : K,(0) — R stetig so, dass hly, ) harmonisch
ist. Dann gilt fiir alle x € U(0)

hx) = f o(x.y) - h(y) do(y)

st

1-1xI”

T der Poissonkern ist.

wobei p(x,y) =

Beweis. Ist h harmonisch auf einer K;(0) umfassenden offenen Menge, so folgt die
Darstellung

h(x) = f o(x.y) - h(y) dor(y)
sr1

unmittelbar aus Lemma 15.8.5, da Ah = 0.

Fiir allgemeines & wie im Satz gefordert gehen wir folgendermallen vor. Ein ste-
tiges i : K;(0) — R ist wegen der Kompaktheit von K;(0) sogar gleichmiBig stetig.
Insbesondere konvergiert x — h(rx), x € SP~! gleichmiBig fiir » ,” 1 gegen hlg,-1. Fiir
r€(0,1) ist x — h(rx) auf U% (0) harmonisch. Also wissen wir

h(rx) = f@(x,y)~h(ry)dff(y)~

Sp-1

Wegen des Satzes von der beschrinkten Konvergenz geht die rechte Seite fiir » 7 1
gegen J;,H @(x,y) - h(y) do(y) und die linke wegen der Stetigkeit von & gegen h(x).
15.8.7 Korollar (Mittelwerteigenschaft). Sei h : G — R harmonisch mit G 2 K,(a) fiir
r >0, so gilt
f h(a + ry)do(y) = h(a).
sp-1

Beweis. Wende Satz 15.8.6 mit x = 0 auf die ebenfalls harmonische Funktion u +
h(a + ru) an. a

15.8.8 Korollar. Sei h : G — R harmonisch mit G 2 Kg(a) fiir R > 0, so gilt
! f hda, = h(a)
Ap(Kr(a)) ! '
Kr(a)

Beweis. Wir wenden (15.29) auf die Funktion x — u(a + x) - 1, an und erhalten
wegen der Translationsinvarianz von 4,

fhd/l,,: fh(a+x)d/lp(x)= frp_l-fh(a+ry)d,u(y)d/l(r)

Kg(a) Kr(0) (O,R) Nat
RP
= f P (@) - p(SPTYY dAr) = —h(@)uSP.
P
O,R)

Die Behauptung folgt nun aus (15.30). d
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15.9 Stokesscher Integralsatz*

Sei G C R? offen, beschriinkt und F : G — RP2 F = (F1, F,), ein stetig diffe-
renzierbares Vektorfeld. Erfiillt h := (F,,—F))" die Voraussetzungen des GauBschen
Integralsatzes, Korollar 15.7.7, so erhilt man die Formel

[G2-3) a0 = [ Formduo. . (15.46)
G

ox 1 sz
0°G

0 -1
=1 )
Man spricht auch von dem Gaufischen Integralsatz in der Ebene.

Wir wollen hier die folgende Bemerkung machen: Der Vektor t(y) hat Norm 1 und
liegt stets im Tangentialraum von 3°G, spannt diesen daher auf. Wir sprechen von t als
einer normierten Tangente an 0°G.

Der GauBsche Satz setzt also fiir ein ebenes Gebiet und ein dort gegebenes Vektorfeld
das Integral ldngs dem Rand von G {iiber ,,F mal Tangentialvektor in Verbindung mit
dem Fldchenintegral iiber einen gewissen Ausdruck in den Ableitungen des Vektorfeldes.
Wir kommen nun zum Integralsatz von Stokes, welcher das gleiche macht, nur dass man

anstelle eines ebenen Gebietes eine gekriimmte Fldche betrachtet.
Als erstes wollen wir die Situation des Satzes von Stokes im Detail beschreiben.

wobei t(y) := Jv(y) mit

15.9.1 Lemma. Sei O C R? offen, T : O — R3 injektiv und stetig differenzierbar, und
sei vorausgesetzt, dass stets rang dT = 2 gilt. Sei weiters G C R? offen und beschriinkt
mit G C O. Definiere

M :=T(G), M :=T(@G).

Dann gilt:

(i) M ist eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit, und 0°M ist eine 1-dimensionale
Mannigfaltigkeit.
(ii) Seien vy : M — R3 und ty : °M — R3 definiert als
1 or oT dT Jv
— X —)oT™", ty=——oT"!
or ||(6x1 6x2> ° M= v

M =T
I3 % s

)

wobei v die dufsere Normale an G bezeichnet.

Dann ist vy eine stetige normierte Normale an M, und ty, eine stetige normierte
Tangente an 0° M.

(iii) Ist F : M — L(R3,R) ein messbares Vektorfeld auf M, so gilt"

T T
fFde/,zM = f(Fo T)(g— X a—)01/12.
G

X1 6x2
M
Ist F : 3°M — L(R3,R) ein messbares Vektorfeld auf 3° M, so gilt

thMd,Ll,’}aM = f(FOT)dTJVd,L[(‘)uG.

(’)OM anG
17 ist hier das Kreuzprodukt zweier Vektoren im R3.
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Beweis. Da G kompakt ist und T stetig und injektiv, ist T'|z ein Homomorphismus auf
sein Bild ; vgl. Korollar 12.11.10. Somit ist auch 7| : G — M ein Homdomorphismus
und somit sogar eine Einbettung. Also ist M eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit; vgl.
Fakta 13.4.12. Weiters iiberzeugt man sich leicht, dass fiir jede Einbettung ¢ : D — 9°G
in die Mannigfaltigkeit 9°G auch T o ¢ eine Einbettung ist. Also wird 8°M durch
die Familie der Einbettungen T o ¢, wobei ¢ alle Einbettungen von 0°G durchliuft,
beschrieben und ist daher eine 1-dimensionale Mannigfaltigkeit.

Die Abbildungen v;; und t), sind wohldefiniert, da stets rang dT = 2 ist, und daher

a

die Vektoren % und g—T linear unabhingig sind, sowie stets ker d7 = {0} ist. Die Stetig-
1 X2

keit von vy, und tj, ist klar, da beide Zusammensetzungen stetiger Abbildungen sind.
Weiters wird der Tangentialraum an M von den Vektoren gTTl und g% aufgespannt, und
damit ist v), eine Normale. SchlieBlich ist v orthogonal auf den Tangentialraum von 0°G,
und daher spannt Jv diesen auf. Wegen der Kettenregel folgt, dass der Tangentialraum
an 0°M, als Bild unter dT von dem von 0°G, von t aufgespannt wird.

Seinun F : M — L(R?, R) gegeben. Nach Definition des OberflichenmaBes gilt
fFvM duy = f[(FVM) o T VdetdTTdT da, .
M G

Nun ist, wie eine elementare Rechnung zeigt, det dTTdT = ||g—XT] X g—XT2||2~ Setzt man die
Definition von v, ein, so erhdlt man damit die gewiinschte Formel.

Sei schlieBlich F : 9°M — L(R3,R) gegeben. Ist ¢ : D — R? eine Einbettung fiir
0°G, soist ¢ := T o ¢ eine fiir 9° M. Wir erhalten daher

f Fty dugm = f[(FtM) o ¢] \/detd&qu?d/lz
é(D) D
~ dT Jv -
- f (Fo ¢)(”dT i ° %) JdetddTdpda, .
D

Andererseits ist

f(F o T)dT Jvdugeg = f([(F o T)dT Jv] o ¢)vdetdpTdp dA,

0°G D

= f (F 0 $)(dT Jv o ¢)+/det dpTdep d A, .
D

Schreibe ¢ = (¢1,$>)", dann ist d¢ : R — R? gegeben durch die Matrix (¢], ¢5)". Wir
erhalten mit der Kettenregel

det(d¢” dp) = det (d¢” (dT o ¢)T (dT o ¢p)d¢) = dp” (dT o ¢)" (dT o ¢)dé,

sowie ,
det(dg” dg) = (¢])° + (¢5)>, Jvoo = i;(‘p})-
V@2 + (22
Es ergibt sich

IdT Jv) o ¢lI* = (Jv 0 $)" (@T o $)" (dT o $)(Jv o ¢)
_d¢"(dT o ¢)'(dT o ¢p)dp  det(dp’ dp)
- (@))% + (¢))? ~ det(dg”dg)’
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und damit erhalten wir

~ dT Jv - -
f (F o p)( T I ¢)\/detddTdp d1, = f (F o $)(dT Jv o ¢) \/detdeTde dA, .
D D

Die gewiinschte Gleichheit folgt nun, indem man 9°G durch Bilder von Einbettungen
iiberdeckt, eine entsprechende disjunkte Zerlegung wihlt, und das Bewiesene auf das
entsprechend zerlegte Integral anwendet. a

Ist P C R3 offen, und F = (F|, F», F3) : P — L(R3,R) ein Vektorfeld, so bezeichnet
man das Vektorfeld

0Fs O0F, 0F, 0F; 0F, OF,

als die Rotation von F.

15.9.2 Proposition (Stokesscher Integralsatz). In der Situation von Lemma 15.9.1 sei
zusditzlich P C R3 offen mit T(G) C P und ein stetig differenzierbares Vektorfeld
F : P — L(R3,R) derart gegeben, dass der Tréiger von F o Tl in GUO°G U L enthalten
ist, wobei L C 0G \ 0°G Bedingung (15.32) erfiillt. Dann gilt

fI‘O'[FVMdﬂMZ thMd/JaoM. (15.47)

M oM

Beweis. Wir betrachten zunichst ein Vektorfeld F der Gestalt (Fi(y1,y2,y3),0,0).
Schreibe T : R? — R3 als (T (x1, x2), Ta(x1, x2), T3(x1, x2))”, dann ist

0T, )

(FoT)dT ] =((Fyo T)%, —(F, o T) 2L
8)62 8x1

Wir verwenden den GauB3schen Integralsatz mit 4 := ((F o T)g%, —(Fy 0 T)%‘)T, und
erhalten

f Fty dugen = f (F o T)dT Jvdugg = f v hdugg = f divhda,,
M G G G

wobei

, oF, oT, OF, oT, OF, 0T3\ 0T} 0°T,
=((=—oT)—+(=—oT)—+(—oT)—)— +(F1oT
div/ (( oy ° )c')xl *( ay, ° )Bxl *( ays ° )6)61 >6x2 T (Fe )6x1(9xz

OF, 0T, oF, o7, oF,; 6T3
—((=— o T)— —oT)—= L 4 punid
(( Byl ° )(9x2 * ( (9y2 ° )8x2 * ( (9}13 ° )[)xZ )

aT, &T,
— —(FjoT
6x1 ( e )aXanl

oF oT, T, 0T, oT oF 0T3 0T, 0Ts 0T
=(—o T)(—2—1 - _2_1) +(=—Lo T)(—3—1 _ _3_1)
6)72 8x1 6x2 (’)x2 6)(1 6y3 6)(1 6X2 6x2 6X1
Nun gilt
o1, 0Ty _ 0T 9T,
dx; Ox; ax; Ox;
rotF:(O % —%) 6_TX(9_T: @ﬁ_@i
’ 6y3 ? ayz ? axl axz dx; 0xy dx; 0xy |

Ty 0T, _ 0T, 3T,

x| 0xy - x| 0xy
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und wir sehen, dass

. or or
divh = [(rotF) o T](ﬁ_x] X 6_x2)
Es folgt
fle/’ld/lz = fI'OtFVMd/JM,

G M

und das ist die Behauptung.
Eine genau analoge Rechnung zeigt, dass die gewiinschte Behauptung auch fiir
Vektorfelder der Gestalt (0, F»,0) bzw. (0,0, F3) gilt. Da beide Seiten der Formel
(15.47) linear von F abhéngen, gilt diese daher auch fiir beliebige Vektorfelder. a

Wir wollen anmerken, dass man den GaulB3schen Integralsatz in der Ebene, vgl.
(15.46), aus dem Stokesschen Satz als Spezialfall T'(xy, x,) := (x1, X2, 0) erhilt.



Kapitel 16

Funktionenriaume

16.1 L?-Réiume

Ist (QQ, A, u) ein MaBraum, so wurde in der Mafitheorie gezeigt (vgl. Satz 13.16 in
[K]), dass fiir p € [1,+0c0) die Menge LP(Q, U, u,R)! aller reellwertigen, messbaren
Funktionen f : Q — R so, dass |f|” integrierbar ist, versehen mit der Norm

WAl = [ /1P dMJ (16.1)
/

ein vollstindiger normierter Raum iiber dem Skalarkorper R, d.h. ein Banachraum ist.
In Satz 13.16 in [K] wurde auch gezeigt, dass L= (Q, U, i, R), also alle reellwertigen
Funktionen auf Q, die aulerhalb einer Nullmenge beschrinkt sind, versehen mit

Iflleo = inf {7 > 0 : p{x : |f(x)] > n} =0},

ein Banachraum ist.

Die Sprechweise, dass L”, p € [1, +o0], ein Banachraum ist, ist etwas schlampig, da
ja Funktionen, die fast iiberall Null sind, Norm Null haben. Genauer miisste man sagen,
dass LP/{f € L” : ||fll, = O} ein Banachraum ist. Wir betrachten aber dennoch L? als
Banachraum, indem wir Funktionen f, g identifizieren, die sich nur auf einer Nullmenge
unterscheiden, oder dquivalent, die ||f — gll, = O erfiillen.

Man kann auch die Menge L?(€, U, u, C) aller komplexwertigen, auf Q definierten
Funktionen f mit [f] € LP(€, U, u, R) betrachten und diese Menge mit der Norm .||,
versehen. Wir identifizieren wieder Funktionen, die sich nur auf einer Nullmenge
unterscheiden.

(LP(2, U, u, C), |I.Il,) ist auch ein normierter Raum, denn aus || ||, = O folgt, dass | f1”
und daher auch f fast iiberall Null ist. [l f|l, = |@| - || f]l,, @ € C, sieht man unmittelbar.
Die Dreiecksungleichung folgt wegen der Tatsache, dass sie fiir reelle Funktionen gilt,
aus

I +gllp <A+ 1gHl < AU + gl -

Viele Eigenschaften von (LP (€, U, u, C), ||.||,) — etwa die Vollstindigkeit — lassen sich
wegen folgender Bemerkung auf den reellen Fall zuriickfiihren.

"Wenn klar ist, um welchen MaBraum und ob es sich um reellwertige oder komplexwertige Funktionen
handelt, dann schreibt man oft nur L”(Q) oder L”.

105
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16.1.1 Bemerkung. Spalten wir eine komplexwertige Funktion f : Q — C in Real-
und Imaginirteil auf, so erhilt man zwei reellwertige Funktionen. Nimmt man zwei
disjunkte Kopien Q, €, von €, so kann man in Folge jedem f : Q — C die Funktion
£ QUQ, - Rmit f(x) = Re f(x) fiir x € Q; und f(x) = Im f(x) fiir x € Q, zuordnen.
Offenbar lésst sich das auch umkehren, und man erhélt einen bijektiven Zusammenhang
zwischen allen komplexwertigen Funktionen auf Q und allen reellwertigen Funktionen
auf Q] UQQ .

Ist A eine o-Algebra auf Q und bezeichnen A, A, ihre Kopien auf Q; bzw. Q,, so
ist auch

%[]2 = {CQQ]UQQ . CﬂQ] EQ[[,COQZ EQIQ}

eine o-Algebra auf Q;UQ,. Man iiberpriift dann leicht, dass f : Q — C genau dann
messbar ist, wenn f: QU0 — R messbar ist.

Ist nun p ein MaB auf (€, %), und y; seine Kopie auf (Q;,%;), so wird durch
112(C) = w1 (C N Q) + up(C N Q) ein MaB auf (QUQ,, Ajy) definiert, welches
genau dann endlich (o-endlich) ist, wenn u diese Eigenschaft hat. Fiir ein messbares
f:Q — Cgilt nun

f|f|2du f(IRef|2+IImfI)d#— f 7P dus
QU0

Insbesondere entsprechen sich (L*(€2, A, u, C), ||.|l) und (L*(€;UQs, Ays, t12, R), |I.]12)
isometrisch als reelle normierte Riume, wenn man f mit f identifiziert.

Fiir allgemeines p € [1, +o0) ist diese Entsprechung zwar nicht mehr isometrisch,
aber fiir ein messbares f : Q — C gilt wegen” a? + 7 < (a + B)? < 2P~ (a? + pBP) fiir
a, > 0, wegen |Re f],|Im f] < |f| und wegen der Dreiecksungleichung

1 1
f 1P dyarz =[f|Ref|”du+f|Imf|”duJ
.Q[U.Qz Q Q
1 1
S[flRefl"du] +[f|1mf|"dﬂ]
Q Q
1 1 1
P P P
<2 f|f|pd,u sZ(flReflpd,u] +2{f|1mf|f'du]
Q Q Q
1
_ n2- 14
~2 f P oo

QUQ,

<2.2% f|Ref|pdu+f|Imf|pdu

Somit entsprechen sich L7 (Q, %, u, C) und LP(Q,UQ;, Ay,, 12, R) als reelle normierte
Riume, wenn man f mit f identifiziert, wobei noch ||.|| p» auf dem ersten Raum dquivalent
zu ||.]|, auf dem zweiten Raum ist.

Entsprechendes gilt fiir (L®(Q, 2, i, C), ||./lo0) und (L*(Q1UQs, W12, t12, R), ||-|lco)-

16.1.2 Lemma. Fiir p € [1, +oo] ist (LP(Q, U, u, C), ||.|l,) ein Banachraum.

2Diese Ungleichung folgt aus (1 + #”) < (1 + 1) fiir £ > 0 und aus der Konvexitit der Funktion 7 — ” auf
[0, +c0).
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Beweis. Wegen Bemerkung 16.1.1 lisst sich LP(Q, U, u, C) als reeller Vektorraum mit
einem L?(QUy, Wjy, 1o, R) identifizieren, wobei die entsprechenden ||.|| p,-Normen
dquivalent sind.

Insbesondere ist (f,)qen beziiglich |||, in LP (L, U, u, C) genau dann eine Cauchy
Folge bzw. eine gegen f konvergente Folge, wenn ( fn),,eN beziiglich |||, in
LP(QUQy, jy, 112, R) eine Cauchy Folge bzw. eine gegen f konvergente Folge ist.

Daraus folgt unmittelbar die Vollstindigkeit von (L7(Q, 2, u, C), |I.Il,). a

16.1.3 Bemerkung. Der Banachraum LP(Q,,u,C) umfasst den Banachraum
LP(Q, A, u, R). Also ist zweiter ein abgeschlossener Unterraum von L7 (€, U, 1, C), wenn
wir beide Rdume iiber dem Skalarkorper R betrachten.

Dabei ist zu bemerken, dass f genau dann in L?(Q, U, u, C) liegt, falls Re f und
Im fin LP(Q, U, u, R) liegen, wie man leicht aus der Aquivalenz der Normen im Beweis
von Lemma 16.1.2 ableiten kann.

16.1.4 Definition. Sei (X, ||.]|) ein normierter Raum. Der topologische Dualraum X’
von (X, ||.||) ist die Menge aller linearen und beschriankten Funktionale von X in den
Skalarkorper (C oder R) von X.

16.1.5 Bemerkung. Die Elemente f € X’ sind gerade die beschrinkten linearen Abbil-
dungen von X nach C bzw. R, also f € L(X,C) bzw. f € L(X,R).

Aus Satz 9.2.7 wissen wir, dass L(X, C), (L(X, R)) versehen mit der Abbildungsnorm
ein Banachraum ist. Wir betrachten daher in Hinkunft X’ immer mit der Abbildungsnorm
versehen.

Klarerweise ist X’ ein Untervektorraum aller linearen Abbildungen X* von X in den
Skalarkorper.

Ganz analog zu reellen L” Riumen (siehe Lemma 13.35 und Satz 13.37 in [K]) kann
man auch den Dualraum von (LP(, U, u,C),||.||,) identifizieren.

16.1.6 Satz. Sei (Q, U, u) ein Mafraum mit einem nichtnegativen Maf3 u. Weiters seien

P.q € [1,+00] mit ﬁ + }1 =1
Fiir jedes g € L1(Q, U, u, C) ist dann

‘Dgifofgdu
Q

ein beschrdinktes lineares Funktional auf L7(Q, U, u, C) mit || @, < |Iglly. Im Falle

— p €(l,+00), g € (1,+00), ist g — D, eine isometrische, lineare Bijektion von
LI(Q, U, u, C) nach (LP(Q, A, u, C))'.

- p = +oo, q = 1, ist g = @, eine isometrische und lineare Abbildung von
LY(Q, U, 1, C) in (L™(Q, A, u, C))'.

— p=1, q=+oo, und im Falle eines o-endlichen u ist g — @, eine isometrische,
lineare Bijektion von L™ (Q, U, u, C) nach (L' (Q, A, u, C))'.
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Beweis. Ist g € L4, so folgt fiir f € L? wegen der Holderschen Ungleichung (siehe Satz

13.4 in [K])
Ufgdﬂ s(ﬁgw)q -(fmpdu)"

im Falle p,q € (1, +c0) bzw. wegen der Ungleichung |ffg d,u| < Iglleo (f [f] d,u) im
Falle p = 1,q = +oo, dass fg € L' und

@01 =| [ Sedu] <lghy 11,
Also ist @,(f) € C wohldefiniert und hiingt offensichtlich linear von f ab. Da die
Abbildungsnorm ||®,|| das kleinste C > O derart ist, dass [D,(f)| < CJ|f]|, fiir alle
f € L? (siehe Definition 9.2.4), folgt die Beschrinktheit von ®,, wobei [|D|| < ||gll,-

Um hier Gleichheit nachzuweisen, konnen wir g # 0 (als Element von L?) annehmen,
und schreiben g gemill Fakta 14.2.2 in der Form g(¢) = |g(?)| exp(i¢(¢)) mit einem
messbaren ¢ : Q — R. Weiters sei f(f) = Ig(t)I% exp(—ig(1)) fir p,q € (1,+00),
f(®) = exp(—ig(t)) fir p = +00,g = 1 und f(r) = exp(—ig(¢)) 14 fiir p = 1, = +o0
mit einer zunichst beliebigen Menge A € U so, dass u(A) < +oo. In jedem Fall ist
felP(Q,Uu,C).

Im Fall p,q € (1, +o0) folgt wegen % +1=gund||fll, = (fQ lgl? d,u)zl7

fogdu

und daher ||g|l; < [|®,]|. Im Fall p = +00,g = 1 gilt

ffgdu
Q

Im Fall p = 1, g = 400 folgt fiir jedes A € A mit u(A) < +oo

f gl du = f fodu
A Q

Fiir o-endliches y konnen wir Satz 9.46 in [K] anwenden und erhalten [g(?)| < ||D,]|
p-fast tiberall, also ||gll < [|Dgll.

Wir haben also gezeigt, dass unter den diversen Bedingungen die offenbar lineare
Abbildung g — @, als Abbildung von L? nach (L”)" isometrisch und damit injektiv ist.
Fiir die Surjektivitit im Fall p, g € (1, +c0) bzw. im Fall p = 1, g = +co mit o-endlichem
psei d: LP(Q, A u,C) — C linear und beschrinkt. Dann sind offenbar Re ® und Im ®
zwei R-lineare Abbildungen, die auch beschrinkt sind, wenn man LP(Q, U, u, C) als
reellen Banachraum betrachtet.

GemiB Bemerkung 16.1.1 lassen sich Re @ und Im ® als beschriinkte lineare Funk-
tionale auf (LP(Q;Uy, Uiz, 12, R), |I.ll,) auffassen. Aus Satz 13.37 in [K] folgt die
Existenz einer Funktion 1 € L4(Q;UQ,, A}», 12, R) derart, dass fiir die entsprechende

= @] < 1Dl 111l = 11Dl gl

lgll? = f (Ol du =
Q

= @ ()] < NPl N1 flleo = 1D

lelh = f O dut =
Q

= [0 < 12l 1710 = [ 10yl
A
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Funktion 2 : Q — C aus L7(Q, A, u, C)

Re d(f) = j‘fhmu—jfﬁ Fhdy
Q

Q,UQ,

1ﬂmmmmwﬁﬁMWmmw,
Q Q

und damit
O(f) = Re ®(f) + iIm O(f) = Re O(f) — iRe(i®(f)) = Re O(f) — i Re(D(if))

= f ((Re f)(Reh) + (Im f)(Im ) — i(Re if)(Re k) + (Im if)(Im £)) ) da

Q

= f ((Re f)(Re k) — (Im f)(~ Im h) + i((Im f)(Re ) + (Re f)(~ Im ))) dp

Q

- [ sian

Q

fir alle f € LP(Q, A, p, C). Also gilt @ = @,, wenn wir g = h setzen. a

16.1.7 Lemma. Die Menge T <, aller komplexwertigen (reellwertigen) integrierbaren
Treppenfunktionen® f : Q — C (R) ist ein Untervektorraum von LP(Q, A, u,C) (von
LP(Q, U, u, R)).

Fiir p < +00 ist T <o dicht in LP(Q, W, u, C) ( in LP(Q, U, u,R) ) beziiglich ||.||,, d.h.
Tewo = LP(Q, U, p).

Schlieflich ist die Menge T+, aller nichtnegativen und integrierbaren Treppenfunk-
tionen dicht in

{f e LP(QLUu,R): f >0},

dh T, ={f e LP(QW u,R) : f >0 u — fast iiberall }.
Setzt man zusdtzlich u(Q) < +oo voraus, so gilt obige Aussage auch fiir p = oo.

Beweis. Da eine Linearkombination von Treppenfunktionen wieder eine solche ist und
da f € T © |fIP € T<wo, bildet die Menge 7., aller komplexwertigen (reellwer-
tigen) integrierbaren Treppenfunktionen mit der punktweisen Addition und skalaren
Multiplikation einen in L”(Q, A, u, C) (in LP(Q, A, u, R)) enthaltenen Vektorraum.

Sei nun f € LP(Q, A, u,R). Die Folge (g,).en von reellwertigen und messbaren
Treppenfunktionen definiert durch (vgl. Satz 7.30 in [K])

. n2"-1 .
J
g =-n- ﬂf (~o0, nJ+ Z I‘l f_(/znlwzin]-i-z ioﬂfq[z%’/;%)‘l'n'ﬂffl[nﬁroo)
j——n2”+1 Jj=1
erfiillt
max(g,, 0) ~ max(f,0), —min(g,,0) ,/ —min(f,0), |g.| < |fl.

Falls p < 400, so gilt |g,|? < |f]P. Also sind die g, integrierbar, dh. g, € 7, und mit
dem Satz von der beschriinkten Konvergenz folgt [|g, — fll, — 0.

3 Also genau solche Funktionen, fiir die f(Q) endlich mit z( f‘l({O})C) < +00 ist.
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Ist p = +o0 und u(Q) < +oo, so sind die g, ohnehin integrierbar. AuBerdem gilt fiir
[[flle < n (e N), dass {x: f(x) < —n} und {x : f(x) > n} Nullmengen sind. Somit gilt
If = galleo < 5.

Also ist in jedem Fall jedes f € LP(Q, U, u, R) Grenzwert einer Folge aus 7 -, und
somit 7o, = LP(Q, A, 1, R).

Ist f > 0, so gilt klarerweise auch g, > 0, und somit ist jedes nichtnegative
f e LP(Q, U, u,R) Grenzwert einer Folge aus 7. Umgekehrt ist {f € LP(Q, U, 1, R) :
f = 0y — fast iiberall } wegen Satz 13.15 in [K] abgeschlossen.

Ist f € LP(Q, U, u, C), so folgt Re f,Im f € LP(Q, A, u, R). Wegen des schon Gezeig-
ten gibt es zwei Folgen (g,)nen, (hn)nen vOn reellwertigen, integrierbaren Treppenfunk-
tionen mit ||g, — Re f||, — O und ||k, — Im f]|, — 0. Somit folgt ||(g, + ih,) — fll, — O,
wobei (g, + ih,) eine Folge von komplexwertigen, integrierbaren Treppenfunktionen

ist. d

16.1.8 Korollar. Besteht € C U aus Mengen von endlichem Maf3 derart, dass es fiir
jedes A € W mit u(A) < +oo und jedes € > 0 ein C € € mit* u(A A C) < € gibt, so ist
die Menge aller Treppenfunktionen der Form

Z ajle,, (16.2)
=1

mit C; € Cund aj € Cdicht in L’ (Q, U, u, C) fiir p € [1, +00).

Die entsprechende Aussage gilt auch im reellwertigen Fall. Zudem ist die Menge aller
nichtnegativen Treppenfunktionen der Form (16.2) dicht in {h € LP(Q, 2, u,R) : h > 0).
Beweis. Sei f = Z';zl ajly; € T<wo- Da f integrierbar ist, gilt u(A;) < +co. Also
gibt es zu € > 0 nach Voraussetzung Mengen C; € € mit u(A; A C;) < €. Aus der
Dreiecksungleichung und wegen 1 4,(x) — 1¢;(x) € {-1,0, 1} folgt

1

n ; n
| |f—za_j]lc,|pdﬂ] < Ylag| [ 11y~ 1clda
5 =1 =1

AUC;

1
P

= >yl pA; 6 CpP < €0 Y layl
j=1 j=1
Da € > 0 beliebig war, ldsst sich f durch Funktionen erwihnten Typs approximieren,
und da 7, seinerseits dicht in LP(Q, U, u, C) ist, ist auch die Menge aller Funktionen
dieses Typs dicht.

Den Fall von reellwertigen Funktionen beweist man genauso. Dariiber hinaus lésst
sich jede Funktion i € LP(Q, U, u,R), h > 0, gemi Lemma 16.1.7 beliebig gut durch
nichtnegative Treppenfunktionen f approximieren. Die oben konstruierte Approxi-
mation von f ist dann auch nichtnegativ. Also ist die Menge aller nichtnegativen
Treppenfunktionen der Form (16.2) dicht in {h € LP(Q, U, u, R) : h > 0}. a

16.1.9 Bemerkung. Allgemeiner weill man fiir ein o-endliches u und einen U erzeugen-
den Semiring 3, dass (vgl. Satz 3.16, Satz 4.10 und Satz 4.13 in [K]) fir A € A

u(A) = inf{Z,u(Rn) "R;€3, jEN, UR,, QA} .

n=1 n=1

4A A C ist die symmetrische Differenz (A \ C) U (C \ A).
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Ist (A) < +00, so gibt es zu € > 0 Mengen R; € 9, j € N, mit u(lJ;2, R,) — (A) < €
und weiters ein m € N mit u(lJ;> ., R:) < €.
Wegen A\ U R, € Ujesi Reund U0 Ry \A C U, R, \ A folgt mit R =
" Ry, dass

H(A\R) U (R\A)) < 2e.

Also erfiillt der von J erzeugte Ring die Voraussetzungen von Korollar 16.1.8.

16.1.10 Korollar. Sei G C R? eine nichtleere und offene Menge. Dann ist die Menge
aller Treppenfunktionen der Form («; € C)

Z ajlg, (16.3)
=1

wobei R, ..., R, alle d-dimensionale Rechtecke der Form (14.1) mit IT] C G sind, dicht
in LP(G,B;NG,u,C), pell,+00), wobeip: B;NG — [0, +00] ein o-endliches Mafs
ist.

Die entsprechende Aussage gilt auch im reellwertigen Fall, wobei die Menge
aller nichtnegativen Treppenfunktionen der Form (16.3) dicht in {h € LP(G,B; N
G,/ldh;dnc,R) :h >0} ist.

Beweis. GemdB Lemma 14.1.3 wird B, N G vom Semiring 3 aller d-dimensionalen
Rechtecke R der Form (14.1) mit R € G erzeugt.

Die Aussage folgt nun wegen Bemerkung 16.1.9 aus Korollar 16.1.8 und aus der
Tatsache, dass sich jede Menge aus dem von Jg erzeugten Ring als disjunkte endliche
Vereinigung von Mengen aus 3 schreiben ldsst; vgl. Satz 2.60 in [K]. a

Wird im folgenden eine Aussage mit L”(Q, %, u) formuliert, so soll das bedeuten,
dass selbige Aussage fiir LP(Q, U, u, R) und LP(Q, A, u, C) gilt.

16.1.11 Korollar. Sei f € LP(RY, By, Ay), p € [1,+00). Fiirt € R4 betrachte man die
Abbildung f — f, wobei f,(x) = f(x + t). Diese ist eine lineare und isometrische’
Bijektion von LP (R, By, 1) auf sich.

Weiters gilt fiir ein festes f € LP(R?, By, Ay), dass die Funktion t — f, als Abbildung
von R? nach LP(R?, By, A,) gleichmiiflig stetig ist, vgl. Definition 6.3.2.

Beweis. Klarerweise ist f +— f; linear und bijektiv, denn die Inverse ist gerade f — f-,.
Die Tatsache, dass || f||, = ||fll, folgt aus der Translationsinvarianz von A,.

Fiir ein d-dimensionales halboffenes Rechteck R = (a, b1] X - - X (a4, bql, f = 1g
und s,7 € R4 gilt f; = Tz, f5 = Lp_s.
Wegen (R—5) & (R—1) = (R—5)\ (R—5) N (R=DNU(R - 1)\ (R=5)N (R~ 1))
haben wir

1y = FIl2 = f pes — Tpoldd = Au(R = 5) & (R — 1)
R
= A((R= )\ (R~ )N (R~ 1)+ (R~ D)\ (R~ 5) " (R~ 1)
= AR = 5)+ (R — 1) = 20,((R - $) N (R — 1))

SAlso gilt | £ill, = l1f1l,-
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Abbildung 16.1: Veranschaulichung von (R — 5) A (R — 1).

Wegen der Translationsinvarianz und wegen

d d
(R-s+HNR= ><(aj— Sj+l‘j,bj— sj+tj]]ﬂ[><(aj,bj]]
j=1 j=1

d
= >< (max(aj, aj—s;+ l‘_,‘), min(bj, bj -5+ tj)]
Jj=1

fOlg'[ fiir |l‘j - Sjl < (b, - a_,-), Jj= 1,....d,

Ifs = fillp = 24(R) = 224((R = s + ) N R)

d d
= zn(bj—aj)—zn(min(bj,bj— sj+1t;)—max(aj,a; — s; +1;))

j=1 j=1
d d

= ZH(bj—aj)—ZH(bj—aj—Itj—st).
j=1 j=1

Somit ist |[f; — f,llﬁ beliebig klein, wenn nur ||# — s||» hinreichend klein ist. Also ist
t — f; gleichmiBig stetig.

Ist f = 27:1 a; - 1, eine Linearkombination von derartigen Charakteristischen
Funktionen, so ist f; = Z;’-zl a; - (1g,), eine Linearkombination von LP(RY, By, Ay)-
wertigen Funktionen und damit selber stetig, vgl. Korollar 9.1.3.

Ist nun f € LP(RY, B,, ;) beliebig, so wissen wir aus Bemerkung 16.1.9, dass es
eine Folge g, von Treppenfunktionen der Form (16.3) gibt, die beziiglich ||.||, gegen
f konvergiert, also ||f — g.ll, — 0. Wegen ||f; — (gx)il, = IIf — gull, konvergiert die
Folge von stetigen Funktionen ¢ — (g,), gleichmaBig gegen ¢ — f,. Als gleichméBiger
Grenzwert von stetigen Funktionen ist letztere auch stetig, vgl. Korollar 6.6.14.

Die gleichmiBige Stetigkeit von ¢ — f; folgt schlieBlich wegen || fi—fill, = Il f—fi=ll,
aus der Stetigkeit von ¢ > f; bei 0 € RY. Q

16.2 Faltung auf Funktionenridumen

Wir wollen nun auf dem Banachraum (L'(R¢, B4, A4, C),||.ll}) mit der Faltung eine
multiplikative Struktur einfiihren. Dazu seien f, g : R? — C zuniichst messbar.

Die Funktionen (x, y) > x—yund (x, y) + y sind stetig als Funktionen von R?>¢ nach
R. Also sind sie auch B,,; — B, messbar, und damit sind auch die Zusammensetzungen
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(x,y) = f(x—y)und (x,y) — g(y) beide B,; — B messbar. Daraus folgt schlieflich die
Messbarkeit von

(5,y) = fx = y)gl). (16.4)

Sind f, g € L'(RY), so gilt nach dem Satz von Fubini Satz 14.4.1 und der Tatsache, dass
Ay translationsinvariant ist,

f e = g0l dAna(x. ) = f f G = A g da)  (16.5)

R2d Rd R4
= [If1h flg(y)ldﬂd(y) = /1l -

Re

Somit ist die Funktion in (16.4) auf R?? integrierbar, und nach dem Satz von Fubini ist
fiir A4-fast alle x € R, also fiir alle x auBerhalb von einer Ag-Nullmenge A, die Funktion
y = f(x —y)g(y) integrierbar.

16.2.1 Definition. Fiir f,g € L'(RY) sei f * g : R? — C definiert durch

[ f(x=yg(»daay), fir xeRI\A,
frglx) = .
0, fir xeA.

Man bezeichnet f = g als Faltung von f und g.

Ebenfalls gemiB dem Satz von Fubini ist f * g : RY — C integrierbar, wobei mit
(16.5)

If =gl < fflf(x—y)g@)l dAq(y)dAa(x) = [If1Lllglh -

Rd R4
Andert man f oder g auf einer Nullmenge, so bleibt f * g unverindert. Also hiingt die
Faltung nur von den Restklassen in L!(R?) ab und stellt somit eine Abbildung
w: L'RY x L' RY) - LYRY)

dar. Diese ist bilinear®, da fiir a,b € C, fir 2.8 € L'(RY)

(afi +bfs) * g(x) = f @fi(x =) + bfs(x = ¥))g) dAd(y)
Rd

=a f £ = gD dAa(y) + b f = )80) dA0)
Rd

R4

= a(fi * g)(x) + b(f> * g)(x),

und zwar fiir alle x € R? bis auf eine Nullmenge, nimlich die Vereinigung der Ausnah-
memengen fiir die Bildung von (af; + bf;) * g, fi *gund f; * g.

Da es fiir die Elemente aus L' (R) auf Nullmengen nicht ankommt, gilt (af; + bf>) *
g = a(fy * g) + b(f> * g) in L'(RY). Die Linearitit im zweiten Argument sieht man
genauso.

SDie Bilinearitit wird auch als Distributivitit in beiden Argumenten bezeichnet.



114 KAPITEL 16. FUNKTIONENRAUME

Die Faltung ist auch assoziativ, d.h. (f«g)*h = f=(g+h). Wegen der Bilinearitit und
Bemerkung 16.1.3 gentigt es das nur fiir f, g, 7 > 0 nachzuweisen. Das hat den Vorteil,
dass man den Satz von Fubini anwenden kann, ob das Integral jetzt endlich ist oder nicht.
Aus der Translationsinvarianz von A, folgt fiir x € R? bis auf die Ausnahmemengen fiir

(f &) *hund f (g h):

(f *8) # h(x) = f (f % 9)(x = ) h(y) dAuy) = f f G =y = 290 dAa(2) dAu(y)
Rd

R4 R4

= f f f(x =28z = Yh(y) dAq(z) d2(y)

R? R4

= ff(x -2) fg(z = VWh(y)dAa(y)dAa(2) = f (g * h)(x).
R4 R4

16.2.2 Definition. Ist (X, ||.]|) ein Banachraum und e : X X X — X eine bilineare und
assoziative Abbildung, die ||x e y|| < ||x|| - ||[y|| erfiillt, so heilt (X, e, ||.|[) Banachalgebra.
Ist ® sogar kommutativ, so spricht man von einer kommutativen Banachalgebra.

Oben haben wir gesehen, dass (L' (R, *,||.]I;) eine Banachalgebra ist. Sie ist sogar
kommutativ, wie man leicht aus Korollar 14.4.8 herleitet:

fego = f FOr— g0) dag(y) = f g =NV dA(y) = g * F(2).
Rd

R4

16.2.3 Fakta. Seien f,g : RY — C messbar. Wir haben im Abschnitt 14.5 schon
gesehen, dass sich L'- und L*-Funktionen falten lassen. Weiters gilt:

1. Sind p, g € (1, +co0) mit é +§ = 1, und sind f € LP(R?), g € LI(R?), so gilt wegen
Joa lf e =p)IP dAa(y) = [, 1f DI dAa(y) (siehe Korollar 14.4.8) und wegen der
Holderschen Ungleichung’

f FCx = g dda) < [1fl, llgll, < +0o.
Rd

Somit ist f * g(x) := ﬁ{d F(x = y)g(y) dAg(y) fiir alle x € R? definiert, und erfiillt

If * ()] < flf(x =Ml dAa(y) < [1f1lp - llglly » (16.6)

R4

also f*xge L®(R?) mit ILf = gllo < I f1l, - lIglly- Wegen Korollar 14.4.8 gilt dabei
frg=gx*f.

Fir f € L'RY) N LP(RY) und g € L'RY) n LY(R?) stimmt diese Definition
der Faltung mit der von weiter oben iiberein, wobei f * g iiberall und nicht nur

auBerhalb einer Nullmenge als Faltungsintegral geschrieben werden kann. Zudem
gilt hier f * g € L'(RY) N L®(RY).

7Man beachte, dass diese Ungleichung auch besagt, dass wenn die rechte Seite endlich ist, es auch die
linke Seite ist; vgl. Satz 13.4 in [K].
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2. Sind wieder f € LP(R?), g € LI(R?), so folgt fiir x;, xo € R aus Korollar 14.4.8

f % g(u) — f # g(m)] < f G =) = f(x2 = )] - [g0) dAa)
Rd

1

P

< f O+ = x2) = FOI daao) | gl

= i = Sl llglly -

Wegen Korollar 16.1.11 wird dieser Ausdruck kleiner € > 0, wenn nur ||x; — x;||
hinreichend klein ist. Also ist f = g gleichmaBig stetig.

3. Fiir g € L'(RY) und f € L*(RY) und x,, x, € R? folgt aus Korollar 14.4.8

1f * g0) — f % gl < f FO)glr =) — Fgles - WldAal)  (16.7)
Rd
< [1flle f g1 — ) — g6 — VI dA()
Rd

= 1flle f 180 — (1 — 1) — g dAa).
RY

Wegen Korollar 16.1.11 wird dieser Ausdruck kleiner €, wenn nur ||x; — x|
hinreichend klein ist. Also ist f = g gleichmaBig stetig.

Fiir das Folgende wollen wir vorausschicken, dass jedes f € L*(R?) mit kompaktem
Triger® zu allen Rdumen L? (RY), p € [1, +o0] gehort, da | f|” beschriankt und ungleich
Null nur auf einer Menge mit endlichem A,-MaB ist.

16.2.4 Lemma. Sei (k,),cy eine Folge aus L®(R?) mit kompakten Trigern supp(k,)
derart, dass ||k,|l; = 1, k, = 0 und dass der maximale Abstand von supp(k,) zu O gegen
Null fiir n — oo konvergiert, also Sup g, IXIl = 0 fiir n — oo.
Dann gilt fiir alle f € LP(R?) und alle p € [1, +0), dass f * k, € L°(R?) N LP(RY)
und
lim |If = £ % kll, = 0.

Beweis. Aus Fakta 16.2.3 wissen wir, dass f * k, in L*(R9) liegt, womit auch 1 - (f —
f#ky) € LP(R?) fiir jedes kompakte K € R?. Wegen fkn dAg = |kl = 1 und dem
Satz von Fubini folgt fiir jedes g € LY(R?) mit % + %; =1

fllx-(f—f*kn)gdﬂd = ffkn(y)(f(X)—f(x—y)) dAa(y) 1x(x)g(x) dAs(x)| <

R4 Rd R4

f k) f (F) = f(x = ) Tx(Dg(x) dAa()| dda(y) <

supp(ky) R4

8Der Tréiger supp k einer komplexwertigen Funktion k ist der Abschluss von k= ({0}°).
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f knO) 1 = fllp llglly dAa(y) < llglly  sup  11f = foyllp

yesupp(k,)
supp(kn)

wobei y = ||f — f-,ll, wegen Korollar 16.1.11 stetig in y ist.

Dag ﬁi‘, 1k - (f — f *k,)g dAy ein beschrinktes lineares Funktional auf L7(R?) ist,
folgt aus Satz 16.1.6, dass dessen Abbildungsnorm mit ||1g - (f — f *k,)||,, iibereinstimmit.
Also gilt[[Lg - (f = f*ko)llp < SUPyequppk,) If = F=yllp- Setzen wir K = KEJ(O) und lassen
m — oo streben, so folgt aus dem Satz von der monotonen Konvergenz (B. Levi), dass
f = f*k, € LP(RY) und damit f * k, € LP(R?). Dazu gilt

If = f*kallp < sup [If = foyllp-

yesupp(k,)

Nach Voraussetzung und Korollar 16.1.11 konvergiert dieser Ausdruck gegen Null fiir
n — oo.

16.2.5 Bemerkung. In Lemma 16.2.4 kann man zum Beispiel die Funktion &, := ks mit
0= % wihlen, wobei die ks wie in Definition 14.5.5 gewihlt werden.

16.2.6 Bemerkung (*). Die Banachalgebra (L' (R?), %, |||l hat zwar kein Einselement’
(vgl. Bemerkung 17.1.10), aber eine sogenannte approximative Einheit — also eine Folge
e,, n € N aus L'(R?) mit lim,_,o, f * e, = f fiir alle f € L'(R?), wie man sofort aus
Lemma 16.2.4 im Fall p = 1 erkennt.

16.2.7 Korollar. Sei G C R? offen und nichtleer. Der Vektorraum aller komplexwertigen,
unendlich oft differenzierbaren Funktionen mit kompaktem, in G enthaltenem Trdger
liegt fiir jedes p € [1, +o0) dicht in LP(G, B, N G, A4l8,n6. C).

Die entsprechende Aussage gilt auch im reellwertigen Fall, wobei die Menge aller
nichtnegativen Funktionen aus C(G) dicht in {h € LP(G, B4 N G, A4ls,n6-R) : h = 0}
ist.

Beweis. Da stetige Funktionen mit kompaktem Triger beschrinkt sind, folgt ihre Inte-
grierbarkeit, und daher Ci(G) € L?(G, By N G, A4lp,n6» C).
Sei f € LP(G, By N G, A4ls,n. C). Fiir jedes n € N sei (siehe Lemma 14.6.1)

1
K, = K,(0)\ U1(G°) = {x e R? : d(x,G") > —o Il < m}.

Die K, sind kompakte, monoton wachsende Teilmengen von G, deren Vereinigung G
ist. Aus dem Satz der beschrinkten Konvergenz folgt

If - 1g, - AL = f (1= L)l dag =5 0.
G

Zu gegebenem € > 0 sei N € N so groB, dass ||f — 1k, - f |I£ < €. Aus der Holderschen
Ungleichung (siehe Satz 13.4 in [K]) folgt im Falle p, g € (1, +o0) zudem wegen

1

, g
meN.fmds flflpdxld anNcud < +oo,
R4 d d

°D.h. ein e in der Banachalgebra mit ¢ ® x = x e e = x fiir alle x aus der Banachalgebra.
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dass 1k, - f € L'(RY). Fiir p = 1 ist das ohnehin klar. Somit wissen wir aus Fakta
14.5.1, dass (k1 * (1, - f)),en €ine Folge von Funktionen aus C>(RY) ist, wobei die ks
wie in Definition 14.5.5 sind mit supp ks € K»5(0). Man sieht auch sofort, dass diese
Funktionen reell bzw. nichtnegativ sind, wenn f reell bzw. nichtnegativ ist.

Nach Lemma 14.5.3 verschwindet k; * (1, - f) auBerhalb der kompakten Menge
Ky + K2(0). Somit ist der Triager dieser Funktion in Ky + K2(0) enthalten und daher
kompak"t. Fiir hinreichend groBies n ist wegen Lemma 14.6.1 letztere Menge in G
enthalten, womit k% * (g, - f) € CR(G).

SchlieBlich konvergiert (k1 * (Lg, - f)),cy gemidB Lemma 16.2.4 gegen (1g, - f),
und fiir hinreichend grofBes n €N gilt somit ||(Lg, - f) — k% * (1k, - Oll, < € und daher

If =ki (Mg - Olly < I = Ay - Pllp + 1Ak - ) = ko (g, - Pll, < 2€.

a

16.3 Fourierreihen

Wir wollen zunichst einige Begriffe aus der Linearen Algebra wiederholen.

16.3.1 Definition. Ist H ein Vektorraum iiber R oder C, und ist (.,.) : H X H —» R
bzw. (.,.) : H X H — C ein Skalarprodukt, dh. eine hermitsche, positiv definite
Sesquilinearform, so nennen wir (H, (., .)) einen Skalarproduktraum. Weiters setzen wir

fiir x e H
[Ixl] == /(x, %)

Nicht ganz zufillig wird fiir v/(x, x) das Symbol ||x|| gewihlt. In der Tat ist ||.|| eine
Norm, denn es gilt offensichtlich ||x|| > 0 und wegen der positiven Definitheit, dass ||x|| =
0 genau dann, wenn x = 0; es gilt [|Ax||> = (1x, Ax) = |4]>-||x||*> und schlieBlich liefert die
aus der Linearen Algebra bekannte Cauchy-Schwarzsche Ungleichung |(f, 2)| < ||f1|-lgll

IS+ IP = 1, (f + ) + (& (f + DI < Il I+ gll + gl - 1Lf + gl

und daher ||(f + @I < IIfll + ligll. Also ist (H,]|.]]) ein normierter Raum; vgl. siche
Definition 9.1.1.

16.3.2 Definition. Ein Skalarproduktraum (H, (., .)) heiBt Hilbertraum, wenn (H, ||.|[)
sogar ein Banachraum ist.

16.3.3 Beispiel.

~» Versehen wir etwa C” mit dem natiirlichen Skalarprodukt (x,y) := 25;1 X;¥j, s0
ist die von (.,.) erzeugte Norm gerade ||.||; und (C?, (., .)) ist ein Hilbertraum.

~> Ein Beispiel eines unendlich dimensionalen Hilbertraumes ist

P@) = {(z,»neN eC: Yl < +oo}

n=1
versehen mit

(Zn)news Widnen) = Z ZnWn

n=1
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wobei diese Reihe wegen

N N N 0 )
D lwial < [ Dl DTl < 4| Dl D P
n=1 n=1 n=1

n=1 n=1

sogar absolut konvergiert. Die von (., .) erzeugte Norm ist /X7 |z./*.

n

Um die Vollstéindigkeit nachzuweisen, sei ((z%),en),cy €ine Cauchy-Folge in 2(N)
beziiglich der von (., .) erzeugten Norm. Fiir ein festes m € N gilt (k,/ € N)

k k I
|2 = Zml < M@ nery — (@ nentll s

und man sieht, dass (z%)ian eine Cauchy-Folge in C ist. Also z¥, — 7,k — o0
fiir ein z,, € C. Sei € > O und K € N so, dass aus k,/ > K die Ungleichung
(& nerr — (@)nentll < € folgt. Fiir ein festes N € N und k > K gilt dann

N oo

k 12 k 12 2
len—znl Slen—an <€
n=1 n=1

Lassen wir [ — oo streben, so erhalten wir Z,]ZV:I Izﬁ —z,*> <€, undda N beliebig
war sogar Y00, |k — z,/> < €. Daraus folgt einerseits (X — z,)en € P(N) und
somit (z,)nery € (W) und andererseits

k
”(Zn)nEN - (Zn)nEN” <e.

Also konvergiert ((z’,j),leN)kEN fiir k — oo beziiglich |.|| gegen den Grenzwert
(Zn)nEN-

~»> Fiir einen Mafiraum (€, 2, w) ist L2H(Q, 9, u, C) versehen mit

I = f PP du

ein Banachraum. Aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung (vgl. Bemerkung
13.5 in [K]) folgt, dass fiir f,g € L>(Q, U, u, C) die Funktion fg integrierbar ist.
Durch

(f.8) = ffgdﬂ

ist somit fiir jedes Paar f, g € L2(Q,, u, C) eine komplexe Zahl definiert. Man
zeigt unschwer, dass (., .) ein Skalarprodukt ist, wobei die von (., .) erzeugte Norm
gerade ||.||; ist. Insbesondere ist L2(€, o, u, C) versehen mit (., .) ein Hilbertraum.

Das vorherige Beispiel kann man als Spezialfall des gegenwiértigen Beispiels
betrachten, wenn man Q = N, A = P(N) setzt und fiir u das Zdhlmall hernimmt.

16.3.4 Beispiel (*). Im Raum (V) findet man auch eine unbedingt konvergente, aber
nicht absolut konvergente Reihe; vgl. Definition 9.3.4 und im Anschluss den Punkt (6).

Dazu sei by € *(N) fiir k € N jene Folge, die (b;), = 0 falls k # n € N und (by), = 1
falls k = n erfiillt. Fiir a; = 1 - by gilt

Shall= Y+ = 4o,
k=1 k=1
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womit Y7, a; nicht absolut konvergiert. Andererseits liegt
111

3

wegen ||l = 2, & < +00 in A(N). AuBerdem gilt fiir A € N endlich

b=l )

e

=Yl =Y a5 =3 L= L.

keA k=1 k=1 keA

Aus Fakta 5.4.3, (6) folgt limaecgm) D okea k% =Y klz und somit die unbedingte Konver-
genz Yy ax = b.

16.3.5 Definition. Sei (#, (.,.)) ein Skalarproduktraum. Eine Familie (e;);c; von nicht-
verschwindenden Elementen aus #H, d.h. 0 # ¢; € H, i € I, heillt Orthogonalsystem,
wenn (e;,e;) = 0, i # j. Ein Orthogonalsystem heilit Orthonormalsystem, wenn zusitz-
lich |le;]l = 1, i € L.

Klarerweise ist jedes Orthogonalsystem (e;);e; linear unabhédngig und lésst sich
durch Normierung in das Orthonormalsystem (”e—ll_”ei),-el iiberfiihren.

Aus der Linearen Algebra ist folgende Aussage bekannt (siehe Satz 11.5.5 und die
drei Zeilen unmittelbar nach dem Beweis von Satz 11.5.5 im Buch Lineare Algebra von
Hans Havlicek). Wir wiederholen der Vollstidndigkeit halber den Beweis.

16.3.6 Proposition. Sei I = {1,...,n} endlich und (e;)ic; ein Orthonormalsystem in
einem Skalarproduktraum (H, (., .)). Weiters sei G der von (e;)ic; aufgespannte Teilraum

inH.
Dann ist (e;)ics linear unabhiingig, es gilt H = G ® G+, und
P:H -G, Px):= Z(x, ee;
iel
ist eine Projektion von H auf G mit Kern G*.

Beweis. Offenbar ist P : H — H definiert durch P(x) := Y ;c;(x, ¢;)e; linear. Weiters
gilt

P(P() = D (D (xr.epej eer (16.8)
iel  jel
= (x,ej)(ej,e)ei = ) (x,e)e; = Px,

womit P eine Projektion ist. Also ist H die direkte Summe von ker P und von ran P.
Offenbar gilt ran P C G und wegen Pe; = ¢; sogarran P = G. Aus (P(};¢j ciei), ej) = ¢;
fiir Skalare ¢; € C folgt die lineare Unabhingigkeit von (e;);e;. Somit gilt Px = 0 genau
dann, wenn (x, e;) = O fiir alle { € I, was aber zu x € G* dquivalent ist. a

16.3.7 Lemma. Mit der Notation aus Proposition 16.3.6 gilt fiir alle x € H
IxII? = 1PxI + 11 = P)xl?,

und damit

1Pl < [lxl] . (16.9)
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Sind cy,...,c, €C, so gilt|| Y cieill> = Yies Icil>. Insbesondere gilt

PP = > 1x, el

i€l
Schliefilich ist y = Y ;c/(x, e;)e; der eindeutige Vektor in G mit minimalem Abstand zu x.

Beweis. Sind u,v € H und uLv, so gilt (u+v,u +v) = (u, u) + (v,v). Wenden wir diese
Tatsache auf u = Px und v = (I — P)x an, so erhalten wir die erste Gleichung.

Wenden wir sie n-mal auf die Summe cie; + --- + ¢,e, an, und beachten, dass
||cjej||2 = |ch2, so folgt die zweite Gleichung.

Um die letzte Behauptung zu zeigen, sei y € G beliebig. Der Abstand zum Quadrat
von y zu x ist wegen (x — Px)L(y — Px)

(x=y,x—y)=(x—Px+(Px—y),x—Px+(Px-Y))
= (x— Px,x— Px) + (Px—y,Px—y) = |lx — Px|* + ||Px — y|I*.

Also ist immer ||x — y|| > |lx — Px|| auBer ||Px — y||> = 0 bzw. y = Px. a

Ist nun (eg)ren €in abzéhlbares Orthonormalsystem, so kann man fiir jedes n € N
die orthogonale Projektion P, : H — G, wie in Proposition 16.3.6 betrachten, wobei
G, die lineare Hiille von ey, ..., e, ist. Zudem gilt

n

P,x = Z(x, ex)ex -

k=1

Aus Lemma 16.3.7 wissen wir, dass
P = 112 = PP + ) 10x, el (16.10)
k=1

Wir erhalten somit folgenden Satz.

16.3.8 Satz. Sei (H,(.,.)) ein Skalarproduktraum und (ey)ien ein abziihlbares Or-
thonormalsystem darin. Fiir ein x € H konvergiert die Reihe Y, |(x, e, also
((x, e))pens € P(N). Insbesondere ist diese Folge von komplexen Zahlen eine Nullfolge.

Aufierdem konvergiert die Reihe Y | (x, ex)er in H bzgl. ||.|| gegen x genau dann,
wenn 32 1(x, ) = x>

16.3.9 Definition. Man bezeichnet 3,7 (x, ex)ey als Fourierreihe von x beziiglich dem
Orthonormalsystem (e,),en, Ob sie nun konvergiert, oder nicht. Konvergiert die Fou-
rierreihe von jedem x € H und ist ihr Grenzwert x, so bezeichnet man (e;)ren als
Orthonormalbasis.

16.3.10 Proposition. Mit der Notation aus Satz 16.3.8 ist (e;)ren genau dann eine
Orthonormalbasis, wenn die lineare Hiille von {e; : k € N} dicht in H ist.

Beweis. Da die Folge der Partialsummen der Fourierreihe von x € H in der linearen
Hiille von {ey : k € N} liegt, folgt aus der Orthonormalbasiseigenschaft, dass die lineare
Hiille von {e; : k € N} dicht in H ist.

Umgekehrt folgt aus der Dichtheit lim,_, ||x — x,/| = O fiir eine Folge x, =
Z;l(rf) a?e ; aus der linearen Hiille von {e; : k € N}. Sei (N (n)),en eine streng monoton
wachsende Folge aus N mit N(n) > m(n). Dann gilt wegen Py)x, = X,

n—oo0
1 = Py Xl < Nl = Xl + 1Py (xn — 0 < 2l1x — xl] — 0.
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Aus (16.10) erhalten wir lim,_,e ZkN:('ll) I(x, ex)l> = |IxII%, und infolge Y5, I(x, ex)* =

|IxI1, was schlieBlich auch lim,,_,, P,x = x bedingt.

Fiir Hilbertraume erhalten wir folgendes, schones Resultat.

16.3.11 Satz. Sei (‘H,(.,.)) ein Hilbertraum und (e,) e eine Orthonormalbasis von H.
Dann ist die Abbildung v : H — >(N)

Y(x) = ((x, ek))keN

linear, bijektiv und Norm erhaltend, wobei

00

¥ ((coren) = Z Crer -

k=1

Beweis. Dass  den Raum H Norm erhaltend nach 2(N) hinein abbildet, folgt aus Satz
16.3.8. Die Linearitét ist auch klar. Um die Surjektivitit zu zeigen, sei (ci)ien € PQV).
Nun konvergiert die Reihe

> cer

k=1

in H, da die Folge (22:1 ckek) von Partialsummen wegen (sieche Lemma 16.3.7)

n 1 2 n n 1

2 2 2
chek_zckek = Z lexl™ = Z|Ck| _Z|Ck|
=l =1 =1 =l

k=i+1
eine Cauchy-Folge ist. Da wegen |(x, e;)| < V(x, x)/(e}, ¢;) (Cauchy-Schwarzsche
Ungleichung) die lineare Abbildung x + (x, e;) beschrinkt ist, folgt aus (9.6), dass

neN

2 n

2, e

k=1+1

(16.11)

(e

(o]
(Z crey,ej) = ch(ek,ej) =cj,
=1

k=1

womit Y(322 crer) = (Ci)ren 4

16.3.12 Bemerkung (*). Nach Proposition 16.3.10 ist jedes Orthonormalsystem (e;)ien
in einem Skalarproduktraum (%, (.,.)) Orthonormalbasis in dem Skalarproduktraum
(G, (.,.), wobei G (C ‘H) der Abschluss der linearen Hiille von {e; : k € N} ist.

Mit Satz 16.3.8 folgt dhnlich wie in (16.11), dass die Folge der Partialsummen von
2ire1 (%, ex)ey eine Cauchy-Folge ist. Ist (G, (., .)) ein Hilbertraum, so konvergiert diese
Reihe. Setzen wir P(x) := 37, (x, ex)ex, so folgt offenbar die Linearitdt von P : H — G.
Wegen Satz 16.3.11 gilt Px = x fiir x € G, womit insbesondere P(Px) = Px fiir alle
x € H. Also ist P eine Projektion auf G, deren Kern wegen ||Px|> = |[y(Px)|> =
Doy 1Cx, el genau mit {e; : k € N}* {ibereinstimmt. Wegen der Linearitéit und der
Stetigkeit von x — (x, y) fiir alle x € H gilt dabei {e; : k € N}* = G*; vgl. Proposition
16.3.6.

16.3.13 Bemerkung (*). Mit Hilfe des Begriffes der unbedingten Konvergenz aus dem
ersten Semester lassen sich obige Ergebnisse auf Orthonormalsysteme bzw. Orthonor-
malbasen (e;);c; mit beliebiger Michtigkeit der Indexmenge I ausdehnen.

9Das ist sicher der Fall, wenn (H, (., .)) ein Hilbertraum ist.
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16.4 Fourierreihen auf L>[—7, 7]

Wir betrachten nun den Hilbertraum L*[-, 7] := L*([-m, 7], B N [-71, 7], 3= Awn-n.x)
versehen mit

so iiberpriift man leicht, dass fiir m,n € Z

(exp(ni.), exp(mi.)) = % f exp(nit)exp(mit) dt

b/
1 1, falls m=n,
= — —m)it)dt =
27rf exp((n —m)if) {0, falls m # 1.

Also ist
1 = exp(0ir), exp(it), exp(—it), exp(2it), exp(—2it), exp(3it), exp(-3ir),...
ein Orthonormalsystem in L*[-n, 7).

16.4.1 Lemma. Das Orthonormalsystem (exp(ni.)),ez ist eine Orthonormalbasis in
L*[-n, 7.

Beweis. Zu f € L*[-n,n] und jedem € > O gibt es nach Korollar 16.2.7 ein g €
Coo(=m,m) mit ||f — gl < €. Nach dem Satz von Stone-WeierstraB3 (siche Beispiel
12.15.9) gibt es ein & aus der linearen Hiille von (exp(ni.)),ez — also ein trigonometrisches
Polynom — mit ||g — &l < €. Wegen ||g — h||§ = f[_m] |h—gl? 2'—ﬂd/l < |lg = Al folgt
Ilf = hll, < 2€, womit die lineare Hiille von (exp(#i.)),ez dicht in L*[-n, 7] liegt. Die
Aussage folgt nun aus Proposition 16.3.10.

Nach Satz 16.3.11 gibt es also einen bijektiven Zusammenhang zwischen L*[-, 7]
und *(Z), wobei fiir jedes f € L*[-n, ] seine Fourierreihe

Z ¢ exp(nit) (16.12)

nez

mit den Fourierkoeffizienten

1
cn = (f,exp(ni.)) = e f f@® exp(—int)dA(r) fir neZ,
Vi
[-7,7]
in der von (.,.) induzierten Norm ||.|| gegen f konvergiert. Dabei denken wir uns

diese Funktionenreihe iiber die Indizes » in der Reihenfolge 0, 1,-1,2,-2,3,-3,...
aufsummiert.

16.4.2 Bemerkung. Indem wir in (16.12) die Summanden +»n und —n zusammenfas-
sen, erhalten wir aus lim,_,.« ¢, = 0, dass (16.12) genau dann konvergiert, wenn die
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Funktionenreihe

co+ Z (cm exp(mit) + c_,, exp(—mit))
m=1
=co+ Z (€ + c_y) cos(mt) + i(c,, — c_p) sin(mit) | (16.13)

S——— S————

m=1 .
=i =:b,

es tut, und zwar gilt diese Aquivalenz jeweils im punktweisen Sinn, im gleichmiBigen
Sinn, oder bzgl. ||.|l,. Man rechnet leicht nach, dass dabei (m € N)

1 1
ay = — f f(@) cos(mt) dA(t), b, = — f f(¢) sin(mt) dA(t) .
T T
[—m.7] [—n.7]
Beachte, dass fiir reellwertige Funktionen f offenbar ¢, = c_, gilt, und damit die a,,
und die b,, sowie ¢ auch alle reell sind.
Weiters gilt fiir gerade Funktionen, dh. f(¢) = f(-t), t € [-n, ], immer b,, = 0 und
somit ¢,, = c_, und fiir ungerade Funktionen, dh. f(t) = —f(-t), t € [-n, ], immer
an, = 0 sowie ¢y = 0 und in Folge ¢,, = —c_,, fir m € N.

16.4.3 Beispiel. Betrachte die Funktion

1—’, falls 0 < x <,
f =10, falls x =0, +r,
—g, falls —7<x<0.
Da die Funktion ungerade ist, folgt ¢y = 0 sowie a,, = 0 bzw. ¢;, = —c_, = bz_, Die

Reihe in (16.13) wird also eine reine Sinusreihe. In der Tat berechnet man b,, = O fiir
gerade m € N und b, = # fiir ungerade m € N. (16.13) hat fiir diese Funktion also die
Form

i sin(2k — 1)t

= 2k -1
Diese Reihe konvergiert bzgl. ||.||, gegen f. Wir konnen aber bis jetzt nichts tiber die
Konvergenz dieser Reihe — also der Folge der Partialsummen

N

sin((2k — 1)t
gN(t) = Z%, N = 1’2’3,'--
k=1

im punktweisen Sinne geschweige denn im gleichméBigen Sinne aussagen.

A
x S P
4 K P - N < °
/ i S \
/7 N
’ . NN
//’ \\\
- o - S > [
—T 10 T
N ’,
e Y — )
N I NG
***** &)
v g3()
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Wir wenden uns nun der Frage nach punktweiser Konvergenz der Fourierreihe zu.

16.4.4 Definition. Eine Abbildung f : R — C heiit trigonometrisches Polynom vom
Grad kleiner oder gleich /, falls f eine Linearkombination von Funktionen exp(int), |n| <
[, bzw. dquivalent, eine Linearkombination von 1, cost,...,coslt,sint,...,sinlt ist.

Sei zunidchst f(x) ein trigonometrisches Polynom vom Grad < [. Da die k-te Partial-
summe

k k
sk(x) = co + Z (cm exp(mix) + c_,, exp(—mix)) = ¢ + Z(am cos mx + by, sin mx)

m=1 m=1

der Reihe in (16.13) gerade die Projektion P41 (f) aus Proposition 16.3.6 von f auf die
lineare Hiille von 1,cos x,...,coskx,sinx,...,sinkx ist, folgt si(x) = f(x) fir k > L
Also konvergiert (sx(x))ren trivialerweise gegen f(x) fiir alle x.

Die k-te Partialsumme s;(x) der Reihe in (16.13) fiir eine beliebige Funktion f €
L*[—n, x1] ldsst sich folgendermaBen umschreiben

k
%r f fda + %Zl( f f(t) exp(—mit) dA(t) - exp(mix)+
=

[—m.7] |

f £(1) exp(mit) dA(?) - exp(—mix)) =

[=r,7]

k
= %T f f@®- [Z exp(ni(x — [))] da).

n=—k

Setzt man fiir k > 0
k

Dy(t) = Z exp(nit),

n=—k
so erhalten wir |
si(x) = o f f(@®) Di(x — 1) dA(r). (16.14)
[-m,7]

Die Funktion Dy (t) hei3t Dirichlet-Kern und ist 2r periodisch. Man sieht leicht mit
Hilfe der Formel fiir die endliche geometrische Reihe, dass sich D; schreiben lésst als

‘ 1
Z e™ = exp(—kit)
n=—k
exp((—k — 1)ir) — exp((k + )it
_ exp(k = Din —exp(le + i 1615)
exp(—5ir) — exp(5if)
sin ((k + )t
= M = (coskt+cot£ - sinkt) .
sin 3 2

—exp((2k + Dit)
1 —exp(it)

Dy(2)
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Abbildung 16.2: Dirichlet-Kern

Nehmen wir uns eine Funktion f € L?>[—n, x1] her, vernachlissigen den Funktions-
wert bei 7 und setzen fl;_, ) auf ganz R zu einer 2r-periodischen Funktion f fort, so
konnen wir (16.14) in der Form

1 y
i) = o f F(x + 1) Du(®) dA®D) (16.16)
[-m,7]

schreiben. Man beachte, dass dieser Ausdruck fiir alle x € R existiert und so wie f auch
2n-periodisch ist. Wegen

g

f Dy (t)dt = 2n

-
konvergiert die Folge der Partialsummen s; in einem Punkt x gegen ein s(x) € C genau
dann, wenn

(Fx+ 1) = s00) Di(n dA@) =5 0. (16.17)
[-7.7]
Folgender Satz liefert uns ein hinreichendes und einfach nachzupriifendes Kriterium
fiir die Konvergenz der Folge (s¢(x))ken-

16.4.5 Satz. Sei f € L*[—n, ), und sei f die 2n-periodische Fortsetzung von Sli=z.m
auf ganz R. Weiters sei x € R. Existieren die einseitigen Limites

for+) = lim f(0). f(x-) = lim f(7),
und die verallgemeinerten einseitigen Ableitungen

7 . fath) - f -  fe+hy - -
Povwy o g JEED O g S fo

b}
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dann folgt 3 3
SO + fx-)
—
Beweis. Wegen (16.17) lasst sich die gewiinschte Beziehung (16.18) umformulieren
Zul0

lim f (f(x+t)—w) Di(t) dA(F)

klim si(x) = (16.18)

[-7.7]

= lim f (fx+ )+ f(x = = f(x+) = f(x=)) D) dA(®) = 0.

[0.71]

Mit Hilfe von (16.15) sehen wir, dass dieses Integral iibereinstimmt mit

f (f(x+ 1) + f(x = 1) — f(x+) = f(x-)) - cos kt dA(t)+

[0.7]
+f(f(x+t)+f(x—t)—f(x+)—f(x—)COS%)'Sinktd/l(t)' (16.19)

: 11

sin &
[0.x] 2

Die Funktion in der Klammer im ersten Integral ist offenbar in L*[-n, 7). Das erste

Integral ist also bis auf eine multiplikative Konstante die Summe c_; + ¢; der Fourierko-

effizienten der Funktion
(fx+ 0+ fx =1 = foe) = F(x=) - Lo »

und damit geméB Satz 16.3.8 eine Nullfolge fiir k — co.
Die Funktion g in der Klammer des zweiten Integrals erfiillt

i JE D= Fan) + == fa) o

t—0+ sin % 2

lim (LEFED SO JamD O L 0L e - o))

=0+ t t sin 3 2
Insbesondere ist g - 1o r) auf einem hinreichend kleinen Intervall (0, 5] beschrinkt. Auf
(0, m) Uibertrigt sich die Tatsache, dass ¢ — f (x+0+ f (x — t) quadratisch integrierbar
ist, auf g - Lo . Insgesamt liegt g - Lo in L[*[-r, 7). Also ist das zweite Integral
in (16.19) wieder bis auf eine multiplikative Konstante die Differenz c_; — ¢; der
Fourierkoeffizienten der Funktion g - 1o r und nach Satz 16.3.8 abermals eine Nullfolge
fiir k — oo. Q

16.4.6 Bemerkung. Mit einer nur etwas verfeinerten Argumentation sieht man, dass
(16.18) gilt, wenn fiir ein hinreichend kleines ¢ > 0

f wdﬁ(ﬂ <+co und f wdﬂ(o < +oo
©.6) (0,0)

gilt.

10Man beachte, dass Dy (r) eine gerade Funktion ist.
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16.4.7 Bemerkung. Ist f stiickweise stetig differenzierbar auf [—r, 7], so sind die Vor-

aussetzungen von Satz 16.4.5 fiir alle x € R erfiillt. Also konvergiert die Fourierreihe

. . . 7 7 Je+7 ()
bei Stetigkeitspunkten x von f gegen f(x) und sonst gegen ———=——.

16.4.8 Beispiel. Wir betrachten f(x) = |x|, x € [-nx, ]. Die 2n-periodische Fortsetzung
dieser Funktion'! ist stiickweise stetig differenzierbar. Also konvergiert die Fourierreihe
punktweise gegen f.

Da f eine gerade Funktion ist, gilt b,, = 0 und damit ¢,, = c_,,; vgl. Bemerkung
16.4.2. Fiir m > 0 gilt zudem

vy

Vs
a 1 1
Cm = Com = 7’" =5 fltlcosmtdt = ftcosmtdt
- 0
Ve

1 1 1
=—— fsinmtdt = ——(cosmm —cos0) = —((-1)" - 1),
mrn m2n m2n
0
sowie ¢p = % f_ 7; [t|dt = 7. Also gilt fiir alle x € [~r, 7] die punktweise Konvergenz

T 1 . NS
=3 +HE;\;O}HT((—1) — 1) exp(nix) = 5—;;mcos((2m—l)x).

Setzen wir x = 0, so erhalten wir

2 s 1
?";(zm—l)Z'

=1

16.4.9 Bemerkung. Hat man eine Funktion f € L?[-T, T] gegeben, so kann man diese
mittels einer Umskalierung in eine Fourierreihe der Form

X - X . TX
Z cpexp(ni—) =co + Z a,, cosm— + b, sinm—
T T T
nez m=1

mit (n € Z,k € N)

T
1 ot
c, = ﬁff(t)exp(—m7)dt,
-T

T T
1 it 1 .ot
a; = T ff(t)cosk? dt, by= T ff(t) smk? dt
-T -T

entwickeln.

Hat man nun zum Beispiel eine Funktion g(x) am Intervall [0, 1] gegeben und
mochte diese in eine reine Sinusreihe entwickeln, so geht man folgendermal3en vor.
Zuniachst definiert man eine Funktion f auf [-1, 1], indem man g ungerade fortsetzt, dh.

-g(-x), falls —1<x<0,
fx) =40, falls x=0,
g(x), falls 0 <x<1.

11Sigezahnfunktion.
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Diese Funktion entwickelt man auf [—1, 1] in eine Fourierreihe. Das ist eine reine
Sinusreihe, da wir f ja als ungerade definiert haben. Eingeschrénkt auf [0, 1] erhalten
wir die gewiinschte Entwicklung von g.

16.4.10 Satz (Lokalisationsprinzip*). Fiir jedes 6 > 0 und fiir die 2m-periodische
Fortsetzung & von g € L*[-n, 7] auf R gilt

k—o0

[—m,—6]U[6,7]

lim f 8(x+1) Di(H)da(r) = 0. (16.20)

Somit hiingt das Verhalten der Partialsummen si(x) einer Funktion f € L*[—n, ] nur
von den Werten von f lokal bei x ab. Genauer gesagt konvergiert si(x) gegen einen Wert
s(x) genau dann, wenn

Jim f (f(x + 1) — 5(x)) D()dA(t) = 0. (16.21)

[-0.6]

Beweis. Setze

g(t+x), falls s<|f|<m, gt+x)cotit, falls < <m,
a(r) = B@) = 2
0, falls |7 <6, 0, falls |¢f| < 6.
Beachte, dass cot % auf § < [f| < & stetig und damit beschrinkt ist. Also gilt 8 € L*[—n, 7].
Mit (16.15) erhalten wir

8(t + x) Di(t) dA®E) = f () cos kt dt + f B(t) sinkt dA(E) .

[=m,—6]u[6,7] -

Wegen 2 cos kt = exp(kit) + exp(—kit) und 2i sin kt = exp(kit) — exp(—kit) ist die rechte
Seite die Summe von Fourierkoeffizienten von L?[—7, ]-Funktionen und somit gemil
Satz 16.3.8 gegen Null konvergent

SchlieBlich folgt (16.21) aus (16.17) und (16.20), wobei wir g(r) = f(r) — s(x)
setzen. a

16.4.11 Bemerkung. Das Lokalisationsprinzip zeigt einen grundlegenden Unterschied
zwischen trigonometrischen Reihen und Potenzreihen auf. Stimmen nimlich zwei
Funktionen in einer Umgebung des Entwicklungspunktes iiberein, so haben sie die selbe
Taylorreihe. Dagegen folgt fiir die entsprechenden Fourierreihen nur, dass sie sich lokal
bei diesem Punkt gleich verhalten.

16.5 GleichmiBige Konvergenz von Fourierreihen*

Sei f € L*[-n, 7] und
Z ¢, exp(nit)

nez

ihre Fourierreihe. Falls diese Reihe auf [—, 7] — und wegen der 2z-Periodizitéit damit
auf R — gleichmifig konvergiert, so ist die Grenzfunktion als gleichmiBiger Grenzwert
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stetiger Funktionen sicherlich stetig. Damit die Fourierreihe dann f als gleichméBigen
Grenzwert hat, ist es also notwendig, dass auch f stetig ist.

Fiir ein hinreichendes Kriterium betrachten wir ein stetiges und stiickweise stetig
differenzierbares f : [-m, 1] — C mit f(—nr) = f(r). Als solche ist sie beschrinkt und
liegt daher in L?[—n, r]. Nun sei g : [-7, 7] — C definiert durch g(x) = f’(x), wenn f
bei x differenzierbar ist, und g(x) = 0 sonst.

Da f stetig und stiickweise stetig differenzierbar ist, gibt es eine Zerlegung —m =
th <t < --- < t, = mvon [—nr x| derart, dass sich die Funktionen Slejanp stetig
differenzierbar auf [t;_,¢;] fortsetzen lassen. Wegen der Stetigkeit von f ist diese
Fortsetzung gerade f|j;,_, 1,1

Also gilt g(x) = f’(x) fur alle x € [-m, 7] \ {0, ..., %}, und 8la;_, . hat die stetige
Fortsetzung (f| |[r/-1,t,-]), auf [tj_1,¢;], womit g beschrénkt ist und daher in [*[-n, 7] liegt.

Bezeichnet y,, n € Z, die Fourierkoeffizienten von g, so folgt mittels partieller
Integration

= f (1) exp(-— mt)d/l(t)— f (flizor.0) " (2) exp(=nit) dA(r)

[mr] = Ut

1 n
= 5m 2 1 (f(t)) exp(=nit;) — f(tj-1) exp(=nitj-1))—
J=

n

1
ZTZ f ity 147(0) (—in) exp(—nit) dA(z)

=1 [tj-1,1/]

= f(r) exp(—nim) — f(—n)exp(nin) + inc, = inc, .
Aus diesen Uberlegungen ergibt sich folgender Satz.

16.5.1 Satz. Ist f : [-n, w] — C stetig und stiickweise stetig differenzierbar mit f(-r) =
f(m), so konvergiert ihre Fourierreihe Y, c, exp(nit) absolut als Funktionenreihe und
somit auch gleichmdfig gegen die 2n-periodische Fortsetzung f von fli_n .

Beweis. Wir verwenden obige Notation. Nach Satz 16.3.8 ist die Folge der Fourier-
koeffizienten (y,),cz von g quadratisch summierbar, dh. . |yn|2. Aus der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung, Lemma 3.1.4, folgt

1 1

N N N N i !

B Inc,| vl _ 2
5 = 3 ade S5 AY( S )
0#n=—N 0#n=—-N 0#n= 0#n=—N n 0#n=—N

und fiir N — oo, dass

2, llew-expmidlie = 37 leal < () Y Pt < oo

0#£nezZ 0#nezZ O#:nEZ 0#neZ

Nach dem Kriterium von Weierstral3, Korollar 6.8.4, konvergiert die Fourierreihe
> nez Cn €Xp(ni.) absolut als Funktionenreihe und damit auch gleichméBig auf R und
zwar wegen Satz 16.4.5 gegen f. a
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16.6 Fejér Kern*

Man iiberzeugt sich leicht, dass fiir eine Nullfolge (a,).enuio; bestehend aus nichtnegati-

ven reellen Zahlen auch die Folge der arithmetischen Mittel (k}r—l ];':o a j)keNU[O) eine
Nullfolge bildet. Daraus schlie3t man leicht, dass fiir eine konvergente Folge (si)ken,

auch die Folge (o )ken, der arithmetischen Mittel

So+ s+ ...+ Sk

Tk = k+1

konvergiert, und zwar gegen den gleichen Grenzwert. Die Umkehrung gilt jedoch nicht,
wie man am Beispiel der Folge 1,0, 1,0, 1,0, ... sieht.

Somit ist es einen Versuch wert, fiir eine Funktion f mit Fourierreihe
Yinez Cn €Xp(nix) = co+ X (Cm €Xp(mix) + c_p, exp(—mix)), die Reihe in diesem verall-
gemeinerten Sinne zu summieren. Man betrachtet also die sogenannten Cesaro-Mittel:

so(x) + s1(x) + ...+ 5p(%)
k+1

o(x) =

wobei s;(x) = Zi ——jCn exp(nix) ist. Man beachte, dass genauso wie die s;(x) auch die
o (x) trigonometrische Polynome vom Grad < k sind.
Die Vorgangsweise ist nun dhnlich wie vorher. Mit (16.16) konnen wir o(x) fiir

k € NU {0} als
or(x) = % f f(x + 1) Fr (1) dA(t), (16.22)
[-7,7]

schreiben, wobei f die 27-periodische Fortsetzung von f|_ ) auf R ist und wobei Fy (1)
den Fejér-Kern

1
Fi(r) = k+—1(D0(l‘) +...+ Dk(t))

bezeichnet. Aus (16.15) folgt

. 1 . 1
Fi(t) = (sm(O + E)t + ...+ sin(k + E)t)

1
(k+1)sin §

1 : N
= m Im [; exp ((] + E)ll)]

1 ( exp(itk+ 1)) -1 )
Im

= T Dsinl v — (16.23)
(k+ 1)sin 5 exp(iz) — exp(—iz)

T(k+ 1)

: t - (kD2
- Gy (oo 09 T - S (]
Der Fejér Kern hat folgende Eigenschaften.
16.6.1 Lemma. Fiir alle k € N U {0} gilt
— Fi(®) =20,
— L f”Fk(t)dt =1

-

—e Fiir jedes 6 > 0 gilt limy_,, Fi(t) = 0 gleichmdifsig auf [-n, —6] U [, x].
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— Fo(®
- - -F@®
————— Fa(1)
Sk F(0)
,r-’./ I . f\
,/.'/ \.‘.\\\
P 1 N
S S RERT
- 0 T

Abbildung 16.3: Fejér-Kern

Bewezs Die Eigenschaft F, k(t) > 0 ist klar wegen der Darstellung (16.23).
f Fy(t) dt = 2n folgt wegen f Dy (t) dt = 2 und der Definition von F;. Um die letzte

-t

Aussage zu zeigen, gentigt es zu bemerken, dass auf Grund von (16.23)

1
Fir(t) £ ————— fiiralle t € [-n,n] )\ {0}.
CEirewryeny [, 71\ {0)

a

16.6.2 Satz (Fejér). Sei f : [-m,m] — C stetig, wobei f(n) = f(—n). Weiters sei f die
2n-periodische Fortsetzung auf R.
Bezeichne oy die Folge der Cesaro-Mittel der Fourierreihe, dann gilt

lim ory(x) = fx)

gleichmdpfig fiir alle x € R, d.h. oy, ey f bzgl. ||l Fiir reellwertiges f sind die o
dabei auch reellwertig.

Beweis. Zuerst sei bemerkt, dass f auf [—m, 1] wegen Satz 6.3.3 gleichmiBig stetig ist.
Man sieht sofort, dass dann auch f gleichmiBig stetig ist.
Wegen (16.22) und Lemma 16.6.1 ist die Behauptung dquivalent zu

2n(ok(x) = f(x) = f (Flx+ ) = F0) Fult) da =5 0,
[-mx]
und zwar gleichmaBig in x. Sei also € > 0 und wéhle gemil der gleichméfBigen Stetigkeit
6 > 050, dass | f(x + 1) — f(x)| < €, wenn nur |(x + 1) — x| = |f]| < 6.
Wegen Lemma 16.6.1 gibtesein N € Nmit 0 < Fy(¢) < efiiralle t € [-m, —6]U[6, 7]
und k > N. Wir erhalten (durch mehrfache Verwendung von Lemma 16.6.1)

f (f(x+1) = f(x) F(t)dA(r) | <

—n,7|
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< f |f(x+ ) = F| Fi(t) dace) + f |f(x+ ) = F(0)| Fi(r) dace)

[-6,0] [=m,~61U[6,n]

< fe-Fk(t)d/l(t)+ f 2 N1 flleo - €dA(t) < 27m€ + 47+ || fllo - €.
[-6,0] [—m,—d8]U[6,7]

Damit konvergiert o gleichmiBig gegen f. Fiir reellwertiges f sind ¢, die a,, =
Cpm + c_p und die b, = i(c,, — c_,,) die Fourierkoeffizienten reell und daher auch die o

reellwertig. d



Kapitel 17

Integraltransformationen

17.1 Fouriertransformation

Ist f € L'(R) und £ € R, so gilt wegen |f(€)exp(=i£l)| = |f(&)|, dass auch & —
f(© exp(—i&l) zu LY(R) gehort.

17.1.1 Definition. Fiir f € L'(R) sei die Fouriertransformierte f : R — C von f
definiert durch

~ 1
= — —i£) dAE).
Ji0 o Rf [(@) exp(=i£?) dA(E)

Wir zeigen zunichst einige einfache Eigenschaften. Dazu sei an den Raum Cy(R)
aller komplexwertigen, beschriinkten, stetigen und im Unendlichen verschwindenden !
Funktionen erinnert; vgl. Korollar 12.15.10.

Wir betrachten Cy(R) als Unterraum des Raumes C,(R) aller komplexwertigen,
beschrinkten und stetigen Funktionen und versehen letzteren mit der Supremumsnorm
[Ifllo = sup{lf(®)| : t € R}. Wir wissen aus Beispiel 9.1.9, dass (C»(R),||.|l) €in
Banachraum ist.

Co(R) ist nun in C»(R) abgeschlossen und somit selbst ein Banachraum. Um das
einzusehen, sei (f;),en eine Folge in Cy(R), die bzgl. ||.||l., also gleichméBig, gegen
f € Cp(R) konvergiert. Nach Lemma 8.7.1 gilt

lim f()= lim lim f,(t)= lim fim_f,)=0.
f[—+00 n—o0 Nn— |f|—>+o00

|| =+00
Also ist f € Co(R); vgl. auch Proposition 12.14.6.
Wir wollen noch bemerken, dass (Co(R), -, ||.||) mit der punktweisen Multiplikation

sogar eine Banachalgebra ist.

17.1.2 Satz. Fiir f,g € L'(R) und a,b € C gilt immer f,§ € Co(R), wobei (af/-l-\bg) =
af + bg und ||flle < ﬁllflll. Also ist ~ : LY (R) — Cy(R) eine beschriinkte lineare

Abbildung mit Abbildungsnorm kleiner oder gleich ﬁ

Beweis. Aus der Linearitit des Integrals folgt sofort (a f/-i-\bg)(g“ ) = af(0) + ba(0) fiir
alle £ € R. Weiters gilt wegen |f (&) exp(—iéQ)| = |f(£)|

n 1
Ol < \/%7 f A1 = =1 (17.1)
R

'D.h. limy 100 £() = 0.

133
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womit f eine beschriinkte, komplexwertige Funktion auf R ist. Wegen der Stetigkeit
von { = f(&)exp(—i&) und der Integrierbarkeit von |f(€) exp(—i&l)| = |f(£)| folgt aus
Lemma 14.2.6, dass f stetig ist. Alsoist ” : L'(R) — Cj(R) eine lineare Abbildung, die
wegen (17.1) beschrinkt mit Abbildungsnorm kleiner oder gleich ﬁ ist. Es bleibt zu
zeigen, dass diese Abbildung sogar nach Co(R) hinein abbildet.

Fiir —co < ¢ <d < +oound ¢ # 0 gilt

i

\2n¢

d
— 1
Lea(@) = N f exp(—ig{) dé = (exp(—id{) — exp(~ic{)) .

Fiir |{| — +o0 konvergiert diese Funktion gegen Null, womit ]E‘,\d] € Co(R).

Wegen der Linearitit von ~ gilt fiir den Raum M aller Treppenfunktionen der Form
2o @il ), dass M C Co(R). GemiiB Bemerkung 16.1.9 und Korollar 16.1.8 ist M
dicht in L'(R). Wegen der Stetigkeit von * : L'(R) — C,(R) folgt (vgl. Satz 12.3.6)

—

['®) = MC MC Co@® = CoR).

17.1.3 Proposition. Sei f € L'(R) und r,1 € R, r # 0. Dann gilt
1. Istauch g € L\(R), so gilt f xg = \2x f - &.
2. Mit fi(&) = f(€+1), € € Rfolgt f; € L'R), [Ifilli = Ifll und f,(0) = exp(itd) ().
3. Mit g(¢) = exp(ité) f(£), £ €R, folgt g € L'R), ligly = lIfll und 2) = f(Z - .
4. Mit g(¢) = [rlf(ré), £ €R, folgt g € L'(R), llglhy = Il und &) = f(20).

5. Mit g€) = f(=§), £ € R, folgt g € L'R), ligl = IIf1h und &) = f(0).
6. Ist g(§) = —igf(é), & € Rund g € L'(R), so folgt &) = f'(©).
7. Sei f € C'(R) mit f,g := f' € L'(R). Dann folgt limg 400 f(§) = 0 und

2O =ilfQ).

Beweis. 1. g€ L'(R), so gilt (siche Korollar 14.4.8)

— 1
* = — - da —ig0)dA
f=g) Nor i! Rf S —mg) dA(n) exp(—il) dA(E)

\/%r Rf Rf J(€ —mexp (=i —m¢)dAE) g() exp(=ing) dA(n)

Var {030 .

2. f,e L'®) mit||£ll; = Il folgt aus Korollar 16.1.11. Weiters gilt

70 = \/%T Rf F(E + 1) exp(—id) dAE)

= % Rf F@exp (= i¢ = 0¢)dAE) = explit)f(D).
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3. Ist g(¢) = exp(it&) f(&), & € R, so priift man wieder unmittelbar nach, dass
g€ L'®), liglh = lIf1h.

0 = \/%T Rf (&) explitd) exp(—ied) dAE)

= \/%Rff(f)exp(—if(g—t))d,l(g) = fz-1).

4. Ist g(&) = rf(ré), ¢ € R, so folgt aus Korollar 14.4.8 mit T : & — *; dass
g€ L'®), llglh = IIfll und

80 = \/% Rf (P (ré) exp(—i) dAE)

- _ieSyaae) =
- Rf @ exp(=i€%) dAE) = f(=0).

5. Ist g(¢) = f(=¢), € € R, so folgt g € L'(R), llglli = IIfIl; und

1 _— 1 -
o = — -, —1 d/l = — - ] dﬂ, = .
2 \/ﬂRff( &) exp(—i&d) dA(§) mef( & exp(i€L)daé) = f(O)

6. Ist g(é) = ~i£f(©). € € Rund g € L'(R), s0 ist & f(&) exp(~iéC) = g(€) exp(~iéL)
vom Betrag her durch |g(¢)| gleichméBig in £ beschréinkt. Nach Lemma 14.2.8 gilt

A 1
") = —ff( )(=D)¢ exp(—i£l) dAE) = 8(4) -
1« or J E)(=DE exp(—itl) dA(& ¢
7. Wegen Satz 14.2.4 ist f” uneigentlich Riemann-integrierbar, und somit

f(x) = f(0) + f fdit" =S £0) + f f(ndr.
0 0

Also existieren die Limites lim,_,.., f(x). Diese Grenzwerte miissen aber ver-
schwinden, da sonst f nicht integrierbar wire. Durch partielle Integration erhalten
wir

N
1=

N N
ff'(l) exp(=itg) dt = (exp(~itd) f(1)) W +i§ff(l) exp(—itg) dt .
-N -N

Lassen wir N gegen +co gehen, so folgt nach dem eben hergeleiteten Grenzver-
halten von f () die behauptete Gleichheit.
a

17.1.4 Bemerkung. Die vorletzte Behauptung in der letzten Proposition besagt, dass
umso schneller f im Unendlichen gegen Null konvergiert, desto ofter ist f ableitbar.



136 KAPITEL 17. INTEGRALTRANSFORMATIONEN

Insbesondere sind die Fouriertransformierten von f’s mit kompaktem Triger K beliebig

oft ableitbar.
In der Tat ist f fiir einen kompakten Triger supp(f) sogar auf ganz C fortsetzbar, da

ja
N 1 .
0= = Kf F(E) exp(—i£0) dAE)

fiir alle £ € C integrierbar ist. Wir knnen hier Lemma 14.2.9 anwenden und sehen, dass
{ = f(¢) auf ganz C holomorph ist, d.h. f ist eine ganze Funktion.

17.1.5 Beispiel.

~> Ist f = 10,1}, rechnet man elementar nach, dass

1
A 1 i
S —i£l) dé = —i0)-1).
VA09) N.r Of exp(—i&l) d¢ mg(@ip( i)—1

~»> Um die Fouriertransformierte von g(¢) = ¢-1o,11(¢) = i(—=i)t- 1 1)(¢) zu bestimmen,
verwenden wir Proposition 17.1.3, (6):
L (=D exp(-if)d —exp(=if) + 1
V2r &
Entsprechend ist die Fouriertransformierte von #* - 1jo1y(t) die Funktion

i* d_(‘ ﬁ(exp( if) -

_— d
8 = i[(=Dt - 1o 1(DI() = i—Ljo11() = -

d¢

17.1.6 Beispiel. Wir wollen die Fouriertransformierte von

f(&) = V2r max(1 - ¢, 0)

-1 1

berechnen, die offensichtlich integrierbar mit ||f]|; = V27 ist. Wir zerlegen exp(—i&l)
in Real- und Imaginirteil, dh. exp(—i£{) = cos(&l) — isin(£). Da fiir festes ¢ € R die
Funktion & — f(£) sin(£¢) ungerade ist, verschwindet das Integral dariiber. Also gilt

fo = f (1 - lél) exp(—ig0) dAE) = f (1 - |xl) cos(x0) dx = 2 f (1 - x) cos(x0) dx

[-1.1]
£)
2

sin(x) ! sin(x{) sin
=2 —x)T'O+2f 7 42(1—005(4))‘[

ST
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=
~.

\ —— 1
=37 -2r - ‘ 0 4 2r 3r

Diese Funktion liegt auch in L'(R) und hat damit auch eine Fouriertransformierte:

2 2 1 —cos(¢) .
= - dAé). 17.2
fo = 4= Rf D expi-ied dae (172)

Wir zerlegen wieder exp(—i£() in Real- und Imaginérteil. Da & — (Cosé#i sin(&) eine
ungerade Funktion ist, verschwindet das Integral dariiber, und (17.2) stimmt iiberein mit

2 1 — cos(é)
- dA(é) =
= Rf T coste) die)

1 1
V) 2V - - n-1- — 1) = 1))dAE).
N 1?! §2< (cos(é) — 1) = (cos(6( + 1)) = 1) = (cos(é(£ — 1) )) ©®)

Fiir £ ¢ {—1, 0, 1} stimmt das tiberein mit

U [ 2eR(cosén - 1) £ + 1P(cos(@(C + 1)) - 1)
dA(€) — daA
Vi [Rf @7 © f @+ P ©

R
_f ¢ = 1P(cos(é(¢ — 1) = 1)
R

@C- D ‘“(‘f)J '

Mit Korollar 14.4.8 gleicht das dem Ausdruck

! [ [ [ We=)
R

o
N ESICLEY M)] i}
n
R

R

1 cos(n) — 1
=l - 1=]=1])- da
Q=1+ 1 =1¢=1D me - (m

1
= QU -1+ 1= 1]) — - (-),
Q=1+ 1=1g-1D Nor (=m)

da man mittels partieller Integration

+00 +00

1 .
f cos(x) dx = fsmxdx _r
x2 X 2

0 0
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erhilt; vgl. Beispiel 8.7.14. AuBlerdem zeigt man leicht durch Fallunterscheidung, dass

0, falls |2]> 1,
—QEI=1g+1=1-1p =921 -2, falls {€(0,1),
2(1+¢), falls £ e(~1,0).

Also gilt A
() = V2 max(1 - 1¢1,0) = £(0), ¢ ¢{~1,0,1}.

Wegen der Stetigkeit von £ und f stimmen diese Funktionen auf ganz R iiberein.

17.1.7 Beispiel. Sei f(¢) = V2r max(1l — |¢|,0) die Funktion aus Beispiel 17.1.6 und
sei

o 1 SB!
8O = ) 5 fE=2m = ) = f(®).
n=0 n=0

Da f(é—2n) auBBerhalb von (2n—1, 2n+1) verschwindet, ist fiir ein festes ¢ € R hochstens
ein Summand von g(¢) ungleich Null. Insbesondere konvergiert obige Funktionenreihe
punktweise. Nun folgt mit dem Satz von der monotonen Konvergenz

llglh =Z§ff(g—zn)(g)m(g)zzz—nx/ﬂzz\/ﬂ.
n=0 R

n=0

Wegen

N o o0

1 1 1 1

lg =D 5 Fauli =1 D 55 fE 2@ = ) 5 V2m= 55 Von
n=0 n=N+1 n=N+1

konvergiert die Folge sy(&) der Partialsummen in L'(R) bzgl. ||.|l; gegen g. Wegen Satz

17.1.2 konvergiert daher die Folge (siehe Proposition 17.1.3, (2), sowie Beispiel 17.1.6)

_ S T N . 2
sy = Z o Joon() = = exp(—i2nd) f({) = E(l —cos({)) -
n=0

n
n=0 2

1 (exp(—iZg’) )N+1

exp(—i20)
| - o0

der Fouriertransformierten der Partialsummen bzgl. ||.||c, also gleichmifBig, im Banach-
raum Co(R) gegen g({). Also gilt

2 1

8) = ?(1 —COS(())W~
2

17.1.8 Bemerkung (*). Setzen wir m := %/1 und [|L.]Il; = \%ﬂll.lll,so stimmt L'(R, B, 1)

mit L' (R, B, m) als Vektorraum iiberein. Klarerweise ist |||.]||; die 1-Norm, die zum MaB
m gehort, und |||.]||; ist dquivalent zu ||.||;.
Weiters iiberpriift man leicht, dass (L' (R), %, ||l.||l;), wobei fxg = ﬁ f+*g, ebenfalls

eine Banachalgebra ist. Die Fouriertransformation schreibt sich jetzt als

f = f f(€) exp(—i&l) dm(&)
R
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und aus Satz 17.1.2 folgt, dass f +— f eine beschriinkte lineare Abbildung mit Ab-
bildungsnorm < 1 von (L'(R), [|I.|ll;) nach (Co, ||.||) ist. Dariiber hinaus folgt aus Pro-
position 17.1.3, (1), dass diese Abbildung sogar mit den multiplikativen Strukturen
vertrdglich ist. Also ist die Fouriertransformation ein beschrdnkter Banachalgebren-
Homomorphismus von (L'(R), *, [|I.|ll;) nach (Co, -, ||.llco)-

17.1.9 Beispiel. Die Funktion f(r) = exp(~5) liegt in L'(R) mit [|fll; = V2x, siehe
Beispiel 8.7.13. Wie man aus Lemma 14.2.8 leicht folgert, ist die komplexwertige
Funktion

2.
F(x) := fe_T“”Xd/l(t), xeR,
R

stetig differenzierbar und erfiillt F’(x) + xF(x) = 0, x € R. Lost man diese Diﬂ“g:rential—
gleichung und beachtet, dass F(0) = ||f|l; = V2, so folgt F(x) = \/ﬂexp —-%). Also
folgt

2
=

2
fo = \/% Rf ¢ % exp(—it0) dA(r) = \/%F(—o = exp-5) = ).

17.1.10 Bemerkung (*). In Lemma 16.2.4 haben wir gesehen, dass L'(R) eine appro-
ximative Einheit zuldsst. Nun werden wir sehen, dass es eine Einheit ¢ im Sinne von
f * e = f fiir alle f nicht gibt.

In der Tat gilt fiir f(z) = exp(—%), dass f = f. Aus fxe = f wiirde V27 f -2 =
f € Cy(R) folgen, was wiederum é = \/427 zur Folge hitte. Nun ist aber diese Funktion
nicht in Cyp(R) im Widerspruch zu Satz 17.1.2.

Die schlagende Eigenschaft der Fouriertransformation ist, dass sie fast involutorisch
ist, also dass sie zweimal auf eine Funktion angewendet — falls das moglich ist — fast die
Funktion ergibt, mit der man gestartet ist.

17.1.11 Satz. Ist f € L'(R) derart, dass auch f € L\(R), so gilt f(f) = f(=¢) fiir fast
alle £ e R.

Beweis. Wir setzen

ka(@) = V27 max(n - n’(£],0),
und sehen wegen k,(€) = nk;(n€) aus Beispiel 17.1.6 und Proposition 17.1.3, (4), dass

.2\2
N sin E 2
kn(g) = ( 7 J , kn =k,

2n

und
|k11(§)| < 1, kn(g) g 1

Somit folgt k, f € L'(R), wobei wegen dem Satz von der beschriinkten Konvergenz

knf = Fll =f|f|-|1%n—1|d1’“—°>°0.
R
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Wegen Satz 17.1.2 und der Tatsache, dass eine lineare Abbildung genau dann stetig

ist, wenn sie beschrinkt ist, gilt somit k f é — f (¢) im Banachraum Cy(R), also
gleichmiBig.
Andererseits folgt aus dem Satz von Fubini und aus lAcn(n) = k,(n) = k,(-n),

~ A 1 N R
knf(8) = —= f fn(O) () exp(=i&l) dA()
Var J
1 (.
T f kn(£) exp(=i&C) f f() exp(=ind) dA(n) dAL)
R R
1 R
= o f f@ f kn($) exp (= i(€ +m)&) dAL) dA(n)
R R
1 R |
= kn da = ——k, * f(=£).

Nun erfiillt aber \%ﬂkw die Voraussetzungen von Lemma 16.2.4. Also IAcn f &) - f(-&

in L'(R). Insbesondere gilt fiir ein festes N > 0

Bf - -] o,

- f Ik f(©) — F(-6) dAE) <

[=N.N]

ko fli-nvy = F(=l=nv)

Andererseits gilt wegen der gleichmiBigen Konvergenz von k, f gegen f , dass

n—oo
— 0.

00

knfli-nny = fli-nv|| < 2N ([kn fli-nv) = SFli-Na

1

Somit muss fl[_N,N] mit f(-.)|-vn) als Element von L'[-N, N, also bis auf eine A-
Nullmenge, iibereinstimmen. Da N beliebig ist, folgt die Aussage. d

Aus Satz 17.1.11 erkennen wir nun auch, warum bei der Definition der Fourier-
transformation die Konstante —= auftaucht. Ohne diese Konstante wiirde namlich nicht

A Var
f(&) = f(=¢) gelten.

17.1.12 Korollar. Die Fouriertransformation ist injektiv. Sind also f,g € L'(R) mit
f # g als Elemente von L'(R), so folgt f # &.

Beweis. Wiire nimlich f = 2, so wiren f —gund f — 8 = (f/—\g) = 0 beide in L'(R).
Also miisste nach Satz 17.1.11 (f — g) = 0 = 0 gleich (f — g)(-.) sein. Q

17.1.13 Beispiel.

~» Fiir n € N U {0} liegt die Funktion " - exp(—%) in L'(R). Um das einzusehen, sei
zundchst bemerkt, dass fiir [¢f| > 2

Il Il
E) . exp(—E). (17.3)

Aus der Regel von de L’Hospital Satz 7.2.14 folgert man, dass limy—+c [£"] -
exp(—%) = 0. Also gilt |¢"] - exp(—%) < 1 auBerhalb eines bestimmten kompakten

2
"] - exp(-7) < "] - exp(=lrl) = |"] - exp(—
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Intervalls [-K, K], und wegen (17.3) ist " - exp(—%) iiber R \ [-K, K] nach dem
Lebesgue-Mal integrierbar. Agf [-K, K] ist diese Funktion stetig und daher
beschrinkt. Somit ist " - exp(—%) auch tiber [-K, K] integrierbar.

~» Wir behaupten, dass fiir jedes Polynom p € C[#] mit Grad kleigler oder gleich
n € N U {0} die Fouriertransformierte der Funktion p(?) - exp(—%) auch von der
Form ¢(¢) - exp(—%) mit einem Polynom g € C[{] mit Grad kleiner oder gleich n
ist.

Fiir n = 0 folgt diese Behauptung sofort aus Beispiel 17.1.9. Angenommen sie
gilt fiir Polynome p(f) vom Grad kleiner oder gleich n. Sei nun p(f) vom Grad
kleiner oder gleich n + 1. Wir schreiben es als p(f) = ag + ¢p(¢) fiir ein ap € C und
einem Polynom p(f) vom Grad kleiner oder gleich n. Aus Proposition 17.1.3 folgt

—

2 oz d
[p(D) - eXP(—E)](é“) = ao[eXp(—E)](é) +i—

d¢

Wegen der Induktionsvoraussetzung stimmt das mit

—
[P(1) - exp(=)10).

2 2
avexp(-5) +i(3(0) - exp(- )Y =

[2 42 42 42
a0 eXP(= )+ Q) exp(~ =0 exp(-5) = (ao+id (O=iLa(O ) exp(- )

iberein, wobei g(¢) ein Polynom vom Grad kleiner oder gleich n ist. Da dann
ag + ig’ () — i£g(¢) ein Polynom vom Grad kleiner oder gleich n + 1 ist, haben
wir durch vollstdndige Induktion die Behauptung gezeigt.

~» Offensichtlich ist der Funktionenraum

2
P, = (p(t) - exp(—%) - p(t) € CIA], deg p(r) < n)

ein linearer Teilraum von L' (R) von der Dimension n. Wir haben eben gesehen,
dass die Fouriertransformation #,, in $,, abbildet. Also ist” : $, — %, eine nach
Korollar 17.1.12 injektive und daher auch surjektive lineare Abbildung.

Ist p(¢) vom Grad n, und g(¢) - exp —%) die Fouriertransformierte von p(t) -
exp(—%), so muss der Grad von ¢({) genau n sein. Wire dieser echt kleiner, also

gleich k < n, so wire g(¢) - exp(—%) wegen der Surjektivitidt von T : Pryp —
Pr+1 auch Bild unter der Fouriertransformation einer Funktion aus #;,;. Ein
Gradvergleich zeigt, dass diese Funktion ungleich p(r) - exp(—%) ist. Also wire
die Fouriertransformation nicht injektiv.

17.1.14 Definition. Wir definieren die Schwartz Klasse als folgende Menge von Funk-
tionen

SR) ={f:R - C|f € C°(R), Yn,m € NU {0} = |[|¥" f™ (X)|loo < +00}.
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17.1.15 Beispiel. Ist f € C*(R) und hat f kompakten Triger, so haben auch alle
Ableitungen von f kompakten Triger. Also sind alle Funktionen der Bauart x" £ (x)
beschrénkt, und liegen damit in S(R). Somit gilt Cij(R) € S(R). Eine C*(R)-Funktion,
die in S(R) aber nicht in C(R) liegt, ist etwa f(x) = e,

17.1.16 Lemma. Die Menge S(R) bildet einen Vektorraum von Funktionen mit
den zusdtzlichen Eigenschaften, dass aus f,g € S(R) immer auch f - g, f sowie
A )P, XL FO(x) fiir alle k,1 € N U {0} folgt.

Weiters gilt S(R) € L'(R) N L2(R), wobei S(R) dicht in L/(R) bzgl. IIIl; fiir j=1,2
enthalten ist.

Beweis. Dass S(R) ein Vektorraum ist, der mit f auch f enthilt, folgt unmittelbar aus
der Tatsache, dass fiir @, 8 € C mit f, g auch af + g und f in C*(R) liegen, wobei
(af +Bg)™ = aft™ + Bg"™ und (/)™ = fm. Fiir f,g € S(R) ist bekannterweise mit
fund g auch f - g unendlich oft differenzierbar, wobei

n

(f-g)™ = Z (’7) O gm=i)

=0

Mit dieser Formel folgt unmittelbar aus f, g € S(R), dass f - g € S(R) sowie (x
@ F))P), (x = ¥ fP(x)) € S(R). Insbesondere folgt aus f € S(R) auch (x +
(1 + 2 f(x)) € SRR), und damit |(1 + x*)f(x)| < C, x € R. Also ist

1
- 2 )
f@) = A+ 1

Produkt einer beschriankten Funktion und einer Funktion aus L'(R) N L2(R), und daher
auch selber aus L'(R) N L*(R).

Zusammen mit Beispiel 17.1.15 folgt Cp(R) € S(R) € L/(R). Dafiir j = 1,2 wegen
Korollar 16.2.7 C3(R) dicht in L/(R) beziiglich ||.||; ist, muss es auch S(R) sein.

Gemif der gerade gemachten Bemerkung hat jede Funktion aus S(R) eine Fourier-
transformierte. Nun gilt folgende bemerkenswerte Aussage.

17.1.17 Lemma. Ist f € S(R), so folgt f € S(R). Die Abbildung f + f ist eine lineare
Bijektion auf S(R), wobei f(x) = f(=x) fiir alle x € R.

Beweis. Fiir f € S(R) folgt —ixf(x) € S(R) € L'(R). Also hat letztere Funktion eine
Fouriertransformierte, wobei nach Proposition 17.1.3, (6), f differenzierbar ist mit

d , —
%f@) = —ixf(0)(0).
Nun wende man diese Schlussweise auf —ixf(x) € S(R) und so weiter an, um auf
feC™R)und
a" , —
@f () = (=ix)" f(x)(0)
mit beliebigem m € N U {0} zu schlieen. Somit gilt f € C*(R).
Fiir n € NU {0} ist auch [(—ix)"™ f(x)]" in der Schwartz Klasse, also insbesondere in

L'(R). Wiederholte Anwendung von Proposition 17.1.3, (7), zeigt, dass die Fouriertrans-
formierte von x - [(—ix)" f(x)]® die Funktion ¢ — *¢"[(=ix)" F()]() = i""(f ()™
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ergibt. Insbesondere ist "( f(g“))(m) € Cop(R) und damit beschrinkt. Es folgt also
f e S®). A

Aus Satz 17.1.11 wissen wir auch, dass f = f(-.) fast iiberall. Da A-Nullmengen
keine nichtleeren offenen Mengelj enthalten, ist das Komplement einer Nullmenge dicht
in R. Wegen der Stetigkeit von f und von f(—.) stimmen diese Funktionen auf ganz R
iiberein. Da f +— f(-.) eine Bijektion auf S(R) ist, muss wegen (f — f(-.)) = auch’
eine Bijektion auf S(R) sein. 4

17.1.18 Lemma. Fiir f,g € S(R) gilt

Beweis. Da (s,t) = f(s)g(t) auf R? nach A, integrierbar ist, folgt nach dem Satz von
Fubini, nach Proposition 17.1.3, (5), sowie Lemma 17.1.17

fﬂ%mﬂm=7%gg}mwmw@mﬂwmm

R
=!ﬂ@%§Jmmw&mwmﬂm

=fﬂ%emmwafﬁw.
R R

a

17.1.19 Satz. Es gibt eine eindeutige, lineare, bijektive und isometrische Abbildung
U: L’(R) - L*(R), die’ : SR) — S(R) fortsetzt, welche auf L'(R) N L*(R) mit "
iibereinstimmt, die also Uf = f fiir f € L'(R) N L*(R) erfiillt. Es gilt fiir f € L*(R)

UoU(f) = f(=),
und fiir f,g € L*(R)

(Uf,Ug) =(f,g), wobei (f,g)=ff§d/1-
R

Beweis. Da”: S(R) —» S(R) gemil Lemma 17.1.17 und Lemma 17.1.18 linear, bijektiv
und isometrisch (bzgl. ||.||,) ist, und in L*(R) dichten Definitionsbereich und dichten
Bildbereich hat (vgl. Lemma 17.1.16 und Lemma 17.1.17), ist aus der Funktionalanalysis
bekannt, dass sich * eindeutig zu einem U, wie oben beschrieben, fortsetzen ldsst. Der
Vollstiandigkeit halber wollen wir das auch explizit zeigen.

Ist f € L*(R), so gibt es wegen der Dichtheit von S(R) in L*(R) (bzgl. ||.|l») eine
Folge f, € S(R),n € N, mit lim,,, f, = f. Wegen

s = Fulle = 11 fa = Fullo = 1y = fiulla

ist mit (f;,) auch ( ﬁ) eine Cauchy-Folge und wegen der Vollstindigkeit von L*(R)
konvergent. Also existiert U f := lim,_,c, f,.

Diese Definition hingt nicht von der konkreten Folge (f,) ab, denn ist g, € S(R),n €
N, eine weitere Folge mit lim,, g, = f, und betrachtet man die gemischte Folge (%,,)
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von (f,) und (g,), d.h. by = fi,hy = g1,h3 = fo,h4 = g2,..., so folgt lim, e A, = f.
Somit konvergiert wie oben gezeigt die Folge (4,,).

Nun sind aber (f,) und (g,) Teilfolgen von (4,). Als solche konvergieren sie auch
gegen lim,_,, /1,. Also folgt

Uf = lim f, = lim , = lim §,,.

Ist f € S(R), so kann man f, := f setzen, und erhélt U f = lim,_,« f = f Also ist U
eine Fortsetzung von ~ auf S(R).

Da die Grenzwertbildung und ” linear sind folgt leicht, dass auch die Abbildung
U : L* — L? linear ist. Die Isometriecigenschaft folgt aus

NUAlz =1l im fyllz = lim || fyll2 = Lm [ fll2 = {1 f]l2 -
n—oo n—oo n—oo

Insbesondere ist U beschrinkt, vgl. Definition 9.2.4. Fiir f, g € L*(R) gilt auch

Af,0) = ) JIf + gl = DT INUCS + TRl = 4UF, Ug).

3 3
J=0 J=0

Als Hintereinanderausfiihrung zweier linearer und beschrinkter Abbildungen ist
Uo U : L*(R) — L*(R) selber linear und beschriinkt und wegen Satz 9.2.6 auch stetig.
AuBerdem gilt fiir f € S(R), dass Uf = f € S(R) und wegen Lemma 17.1.17

UoU(f)=U(f) =1 =f(-).

Also stimmt U o U auf der in L?>(R) dichten Teilmenge S (R) (vgl. Lemma 17.1.16)
iiberein mit der offensichtlich linearen, bijektiven und isometrischen Abbildung f —
f(=.) von L*(R) nach L*(R). Nach Korollar 6.1.5 bzw. Lemma 12.3.7 stimmen dann
UoUund f — f(-.) auf ganz L*(R) iiberein. Insbesondere ist dann auch U bijektiv.
Zur Eindeutigkeit der Fortsetzung: Wire U eine weitere beschrinkte und lineare
Fortsetzung von 7, so sind U und U beide stetig auf L>(R) und stimmen auf der dichten
Menge S(R) iiberein. Wieder nach Korollar 6.1.5 bzw. Lemma 12.3.7 muss U = U.

Fiir f € L*(R) mit kompaktem Triiger K C R gilt wegen der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung ([ |f]- 1da)* < ([ |fI* dA)(J, 1d2)* und daher f € L'(R). Mit ks wie in
Definition 14.5.5 folgt aus Lemma 16.2.4

ks = f = fll; = 0,
fiir j = 1,2. Nach Lemma 14.5.3 verschwindet k1 = f auBerhalb von K + K (0), und
nach Fakta 14.5.1 ist es unendlich oft differenzierbar. Also gilt k1 * f € C3}(R) € S(R).
Nach Konstruktion von U gilt bzgl. ||.||>
Uf = limk; * f,

und gemiB der Stetigkeit von > : L'(R) — Co(R) gilt bzgl. ||.|I;

f=limki = f.
Da aus der Konvergenz beziiglich ||.||; die A-fast gleichméBige und damit die punktweise
Konvergenz einer Teilfolge folgt, muss Uf = f A-fast iiberall gelten; vgl. Satz 13.20
und Satz 7.85 in [K].
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Ist schlieBlich f € L'(R) N L*(R), so folgt aus dem Satz von der beschriinkten
Konvergenz, dass 1, - f fiir n — oo bzgl. ||.]|; und bzgl. |||l gegen f konvergiert.
Da nach dem oben Gezeigten U(1_, 1 f) = ]l[:q;] f» kann man obige Argumentation
nochmals anwenden, um U f = f zu erhalten. a

17.1.20 Bemerkung. Mit ganz wenigen Adaptionen ldsst sich die Fouriertransformation
auch auf Funktionen f € L'(R?) definieren. Fiir z € R? setzt man

d
f@ = (zjr)g HJ S exp(-i Y 3 daux).

J=1

Es gelten dabei alle oben gebrachten Resultate, wobei die jeweiligen Beweise fast
identisch zu den hier gebrachten sind.

17.2 Laplacetransformation

Sei f : [0,+c0) — C eine messbare Funktion. Wir nehmen an, dass es ein s € R
derart gibt, dass exp(—s?) f(¢) als Funktion von ¢ € [0, +00) beziiglich des Lebesgue-
schen MaRes integrierbar ist, also in L'[0, +oo) liegt. Fiir r > s folgt |exp(—rt) f(¢)] <
|exp(=st)f(£)]. Also ist auch ¢ — exp(—rt) f(¢) in L'[0, +00).

Allgemeiner folgt fiir z € C, Rez > s, dass

lexp(=z0) f(1)] = exp(=Re(2))|f(1)] < |exp(=s) f (D],

und damit liegt exp(—z#)f(¢) auch in L'[0, +00). Wegen dieser Uberlegungen macht
folgende Definition Sinn.

17.2.1 Definition. Sei f : [0,+00) — C messbar. Liegt t — exp(—st)f(¢) fiir kein
s € Rin L'[0, +00), 50 setzen wir o(f) := +oo. Anderenfalls sei o°(f) € [—o0, +0o0) das
Infimum aller jener Zahlen s € R, die exp(—st)f(f) € L'[0, +o0) erfiillen. Wir definieren
als die Laplacetransformierte von f die Funktion

[ (@(f),+0) — C,
L) : { s — f[0,+oo) f(®) exp(—st)dA(t) .

Sei L.(f) : {z € C:Rez > o(f)} — C die komplexe Fortsetzung von L(f), d.h.

L)) = f J (1) exp(=zt) dA(t).

[0,+00)

17.2.2 Bemerkung. Fiir s = o(f) kann L(f)(s) existieren, muss es aber nicht.

17.2.3 Beispiel. Als ganz einfaches Beispiel betrachte f(r) = 1, ¢t € [0,+c0). Da
t — exp(—st) genau fiir s € (0, +o0) iiber [0, +o0) integrierbar ist, gilt o-(1) = 0 und fiir
Rez>o(1)=0

+00

L) = f o di = %

0

17.2.4 Proposition. Seien f, g Funktionen wie in Definition 17.2.1 und n,b € C,n #+
0, aeR,a > 0. Dann gilt
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1. £.0)=0.
2. o(mf) = o(f) und L.f) = nL(f).

3. o(f + g < max(o(f),0(g) und L(f + g)(z) = L)) + L(g)(2) fiir Rez >
max(o(f), o(g)).

4. Ist f reellwertig, so gilt L.(f)Z) = L(f)(2). Insbesondere ist L(f) auch reell-
wertig.

5. Fiir g(t) = f(ar) folgt o(g) = ao(f) und aL(8)(z) = L()(%).

6. Fiir g(t) = (1) exp(th) folgt o(g) = o(f) + Re b und Lo(2)(2) = L(f)z  b).

7. L.(f) ist eine auf ganz {z € C : Rez > o(f)} holomorphe Funktion.
Entsprechende Aussagen gelten fiir £(f). Insbesondere ist diese Funktion C*.

Beweis. Alle Punkte bis auf den letzten sind elementar nachzupriifen. Diesen konnten
wir leicht mit Hilfe von Lemma 14.2.9 beweisen. In der Tat gilt

L(NHR) = f J(x) exp(—zx) dA(x),
~—_———

[0,+00) =:h(z,x)

wobei z — h(z, x) fiir alle x € [0,+00) auf {z € C : Rez > o(f)} holomorph ist,
X — h(z, x) fiir alle komplexen z mit Re z > o°(f) integrierbar ist, und wobei |hi(z, x)| <
|f(x)] exp(—(6 + o(f))x) fiir alle x € [0, +c0) und z € C mit Rez > 6 + o (f) fiir jedes
0 > 0. Da jede kompakte Teilmenge K € {z € C : Rez > 0(f)}in{z € C: Rez >
0 + o(f)} fiir ein hinreichend kleines § > 0 enthalten ist, sind alle Voraussetzungen von
Lemma 14.2.9 erfiillt und £.(f) damit holomorph. a

17.2.5 Bemerkung. Wegen Satz 11.6.18 ist die Holomorphie einer Funktion g auf einer
offenen Teilmenge G von C dquivalent zur Analytizitét dieser Funktion. Also ist sie um
jeden Punkt lokal in eine Potenzreihe entwickelbar. Gemal Korollar 6.8.9 muss g dann
auf einer Kreisscheibe um jeden Hiaufungspunkt von Nullstellen von g, der in G liegt,
identisch verschwinden. Ist G sogar ein Gebiet, so folgt daraus, dass g auf G identisch
verschwindet.

In Folge stimmen zwei holomorphe Funktionen auf einem Gebiet G iiberein, wenn
sie nur auf einer Menge mit Haufungspunkt in G iibereinstimmen.

Fiir Rez > o (f) schreiben wir z als a + ib, a,b € R und sehen, dass

L(f)a+ib) = f 110,+00) f (1) exp(—at) exp(—ibt) dA(t) 17.4)

R

betrachtet als Funktion von b € R mit der Fouriertransformierten von
V2r f(t) exp(—at) Lo +o0) libereinstimmt.

17.2.6 Korollar. Die Laplacetransformation ist injektiv. Genauer folgt aus L.(f)(z) =
L.(2)(2), z € M fiir eine Menge M C {z € C : Rez > max(c(f), 0(g))} mit Hiufungs-
punkt in {z € C : Rez > max(o(f),0(g))}, dass f = g fast iiberall.
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Beweis. Wegen der Voraussetzung folgt mit Bemerkung 17.2.5, dass £L.(f)(z) und
L.(g)(z) auf {z € C : Rez > max(c(f), o(g))} ibereinstimmen. Ist a > max(o(f), o(g)),
so stimmen nach (17.4) die Fouriertransformierten von V2x f(®)exp(—at) Ljp+o00) und

von V2r g(t) exp(—at) 1o+ liberein. Wegen Korollar 17.1.12 folgt die Behauptung.
a

17.2.7 Bemerkung. Wir wollen noch zwei wichtige Eigenschaften der Laplacetrans-
formation bemerken, die sich entweder mit Hilfe von (17.4) oder direkt verifizieren
lassen.

Die erste besagt, dass L.(f * g) = L.(f)L:(g), wobei hier wegen

frg®= f f(5)g(t = )da(s) = € f (f(9)e™™)(g(t = 5)e™ ") dA(s)

[0,1] [0,7]

f * g auch definiert ist, wenn nicht notwendigerweise f, g € L![0, +c0), sondern nur f
und g eine Laplacetransformierte haben.
SchlieBlich gilt fiir f € C¥[0, +0) so, dass f, f, ..., f® alle eine Laplacetransfor-

.....

k-1

L) = 2 L) - Z PO

Jj=0
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Kapitel 18

Sobolevraume

18.1 Schwache Ableitung

Als Motivation fiir diesen Abschnitt sei an die Regel der partiellen Integration erinnert.
Dabei gilt fiir zwei stetig differenzierbare Funktionen f, ¢ : R — C und einem n > 0

n n
f £/ ) di = (Foe(n) — F(-md(-n)) - f FO@ () dt.
-n -n

Hat nun etwa ¢ einen kompakten Triger, so verschwinden sowohl die Integranden
auBlerhalb von [-7, 7] als auch die Randterme fiir hinreichend grofies n > 0, womit

fg(t)¢(t) da() = —ff(t)¢'(t) da(r) (18.1)
R

R

fir g = f’. Wir werden weiter unten sehen, dass es aber hochstens eine Funktion
g geben kann, die diese Gleichung fiir alle ¢ € Cy(R) erfiillt. Also ldsst sich f”
dadurch charakterisieren, dass es (18.1) mit g = f” fiir alle ¢ € C(R) erfiillt. Diese
Charakterisierung der Ableitung gibt uns eine Moglichkeit, eine Art Ableitung auch von
nicht notwendigerweise iiberall differenzierbaren Funktionen zu definieren. Wir werden
das nicht nur fiir Funktionen in einer, sondern fiir Funktionen in mehreren Variablen
und auch fiir hohere Ableitungen durchfiihren.

18.1.1 Definition. Sei 0 # G C R¢ offen. Dann bezeichnet Ll‘nc(G) die Menge aller
messbaren Funktion f : G — C derart, dass f iiber jede kompakte Teilmenge von G
nach A,|s,n integrierbar ist. Dabei ist G mit der o-Algebra B, N G versehen. Diese

Funktionen in L}OC(G) heiBen lokal integrierbare Funktionen.

Fiir einen Multiindex a = (ay,...,aq) € WU {0})? sei |a| = a; + -+ + ag; vel.
Bemerkung 10.2.4 und Beispiel 10.2.12. Sind nun f, g € L}OC(G), sodass fiir alle ¢ €
Coo(G)

6I(Y|¢
f gpdly = (—1)" f [ dAa, (18.2)
ox\'---0x,
G G

so sagen wir, dass g die a-te schwache Ableitung von f ist, und schreiben fiir g auch D f.
Die Funktionen ¢ aus C)(G) nennt man in diesem Zusammenhang auch Testfunktionen.

149
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Die Eindeutigkeit bis auf 1,-Nullmengen der schwachen Ableitung im Falle ihrer
Existenz, folgt sofort aus folgendem Lemma, weil die Differenz zweier schwacher
Ableitungen genau die Voraussetzung von diesem Lemma erfiillt.

18.1.2 Lemma. Ist g € L}OC(G), sodass fG g% dAy = 0 fiir alle ¢ € C3(G), so gilt g =0
Ag-fast iiberall.

Beweis. Fir jedes feste ¢ € Cg(G) ist gy auf G nach A, integrierbar. Zudem gilt

fG(gllz)¢ dAy = 0 und zwar sogar fiir alle ¢ € C°(R?). Wir denken uns diese Funktion
auferhalb von G mit Null fortgesetzt. Dann folgt aus Lemma 16.2.4, dass bzgl. ||.||;

lim k1 = (gy) = gy,

wobei die Funktionen ks wie in Definition 14.5.5 gewéhlt sind. Nun gilt aber fiir alle
x e R4

ki (gy)(x) = fk%(x =) (€Y dAu(y) = 0,
R4

weil die Funktion y + ki (x — y) in C®(R?) liegt. Somit folgt g = 0 A,-fast iiberall.

Wir setzen nun K, := K,,(0) \ U1(G°) = {x e R? : d(x,G°) > %, [Ix]| € n} fiirn € N.
Wegen Bemerkung 14.5.9 gibt es eine nichtnegative C*-Funktion s mit einem kom-
pakten, in G enthaltenen Triger und mit /(x) = 1 fiir alle x € K,,. Insbesondere sehen
wir, dass g A4-fast iiberall auf K, verschwindet. Aus |, K, = G folgt schlieBlich die

Behauptung. d

18.1.3 Fakta. Sei 0 # G C R? offen.

1. Andert man ein g in (18.2) auf einer 1,-Nullmenge, so erhilt man auch eine
schwache Ableitung von f. Wegen Lemma 18.1.2 kann man g aber nicht auf einer
grofleren Menge abéandern.

2. Unterscheidet sich ein messbares f : G — C von f € L}UC_(G) nur auf einer

A4-Nullmenge, so ist auch £ lokal integrierbar. AuBerdem folgt aus der Existenz
der a-ten schwachen Ableitung von f auf G die Existenz der a-ten schwachen
Ableitung von f, wobei D* f = D*f A4-fast iiberall.

Insbesondere hingt D f € L}UC(G) nur von der Restklasse ab, in der f liegt, wenn
man den Vektorraum L}UC(G) nach dem Teilraum aller A;-fast iiberall verschwin-

denden Funktionen faktorisiert, und D f ist dann auch nur bis auf dquivalente
eindeutig bestimmt.

3. Aus der Holderschen Ungleichung folgt fiir f € L7(G) mit p € (1, +o0) und
kompaktes K € G

Kfmdad=f111<-|f|dﬂds[fﬂxdad] -[vawdﬂd] < oo,

G G

wobei g € (1, +c0) mit % + }] = 1. Also gilt L(G) € L, (G) fiir alle p € (1, +c0).
Offenbar gilt auch L'(G), L*(G) C L! (G).

loc
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4. Gemil Bemerkung 14.5.9 kann man fiir jedes kompakte K C G eine Funktion
¥ € Cgy(G) mit Werten in [0, 1] und mit /g = 1 finden. Daraus folgt leicht, dass
ein messbares f : G — C genau dann in L}UC(G) liegt, wenn fiir jedes ¢ € Ci(G)
die Funktion f - ¢ nach A, integrierbar ist.

5. Dasich jedes ¢ € C;(G) durch ¢(x) = O fiir x ¢ G zu einer Cgf)(Rd )-Funktion
fortsetzen lisst, wobei alle moglichen partiellen Ableitungen von ¢ auf RY \ G
verschwinden, und da man auch f und g zu auf ganz R? lokal integrierbaren
Funktionen fortsetzen kann, lédsst sich die Bedingung (18.2) auch durch die
dquivalente Forderung

o .

f gp dy = (1) f ¥ WZW di; firalle ¢ €Cy(G), (18.3)
1 d

R4 R4

ersetzen.

18.1.4 Proposition. Seien D,G,G; C RY.i € I, nichtleer und offen, und seien a,f €
(N U {0)? sowie {,necC.

(i) Haben f,g € L} (G) a-te schwache Ableitungen, so auch nf + (g, wobei D*(nf +

loc

£g) = nD(f) + {D%(g) Ay-fast iiberall.

(i) Gilt D € G und existiert die a-te schwache Ableitung von f € L}OC(G), so existiert
auch die a-te schwache Ableitung von f|p € L}OC(D), wobei D*(flp) = D*(f)lp
Ag-fast iiberall. Insbesondere gilt G N supp D*f € G N supp f.

(iii) Ein f € L}oc(Uiel G;) hat genau dann eine a-te schwache Ableitung auf | J;c; G,
wenn flg, eine a-te schwache Ableitung auf G; fiir alle i € I besitzt. In dem Fall

gilt dann Ay-fast iiberall'

p(H) = D"(flo)-

i€l

(iv) Hat f € L}OC(G) die a-te schwache Ableitung D® f und hat D*f (e L}UC(G)) die

B-te schwache Ableitung DP(Df), so hat f eine (a + B)-te schwache Ableitung,
wobei A4-fast iiberall

D(a+ﬁ)f — I)B(Duzf) )

(v) Hat f € L} (G) die a-te schwache Ableitung D° f, und ist z € R? derart, dass?

loc
llzll < d(supp f,G°), so gilt f, € L}OC(G) und f, hat die a-te schwache Ableitung
(D).
(vi) Hat f € L}UC_(G) die a-te schwache Ableitung D® f, hat f einen kompakten, in G
enthaltenen Tréiger, und ist s € Cy(U,(0)), wobei p := d(supp f,G°) (> 0), so gilt
f+weLl (G)und f *y hat die a-te schwache Ableitung (D®f) * .

loc

Beweis.

(i) Diese Aussage folgt unmittelbar aus der Linearitét des Integrales.

!Insbesondere hiingt die schwache Ableitung nur lokal von f ab.
Hier ist ||.|| eine Norm auf R? und d die von ||.|| induzierte Metrik.
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Wegen Fakta 18.1.3, 5, ist der erste Teil eine unmittelbare Konsequenz der Inklusi-
on Cy(D) € CH(G), wobei wir uns die Funktionen aus C (D) und Cg)(G) durch
Null auf R?\ D bzw RY\ G fortgesetzt denken.

Auf der offenen Menge G \ supp f verschwindet f und hat somit die Nullfunktion
als schwache Ableitung. Also verschwindet auch D*(flo\supp 1) = D*(Hlc\supp £
auf dieser Menge.

Habe f zunichst auf | J,; G; eine a-te schwache Ableitung. Dann folgt aus (ii)
die Existenz von D*(flg,) = D*(f)lg, fiir alle i € I. Insbesondere gilt D*(f) =

Uier D*(flG,)-

Existieren umgekehrt alle D*(f|g,), so gilt wegen (ii)) D*(flg,)lc.nG,
D*(fle)lg.ng, fur i, k € I mit G; N Gy # 0. Also ist durch

g:=JD"(fle)
i€l
eine komplexwertige Funktion auf | J;c; G; wohldefiniert.

Sei ¢ € Cy(Uies Gi) beliebig. Aus Lemma 14.5.8 angewandt auf die kompak-
te Menge supp¢ und die offene Uberdeckung {G; : i € I} folgt die Existenz

nichtnegativer Funktionen y; € C(‘;‘(’)(Rd), j=1...,mundi(l),...,i(m) € I, mit
suppx; € Gigy und > Xjkuppe = 1. (18.4)
=1

Daraus folgt wegen ¢y ; € Cq(Gi(j))

Zx, ¢-g= ZD“(fIG,(,)) ox; -

€L (Gig)

Also ist ¢ - g integrierbar. Mit Fakta 18.1.3, 4, folgt g € L' (U,¢; Gi). AuBerdem

loc

gilt
[ esan- 5 I f D (flo,) X dAg
Uier Gi = 1U1el = IGK(/)
90 ;)
— | J
- (-1) Z; [ Fow e
~ G
8"l 6) )
— (—]) f J di; = (-1 Ialf dl
( ) Z faa]. aa/d ( ) fa(lq.'axzd d
Uzel R4

und somit g = D f.
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(iv) Sei ¢ € C(G). Wegen € Cy(G) folgt

Aﬁfd

ol ¢
R b

o ol
= (=Bl (=1
_( 1) ( 1) ff ax¢111 K (9)6(!{1 8,Xﬁl x/j ¢d/1d

= (- 1)""“3' ’ AN,
m+ﬁ1 o Oy atha -
d

Also gilt DY f = DA(Df).

f DP(D*f)p dAy = (—1)F f (D" f) dig

G

(v) Zunéchst sei bemerkt, dass wegen der Voraussetzung 0 < ¢ := d(supp f, G)—|lz|| <
d((supp f) — z, G°) = d(supp f,, G°) gilt. Also liegt Us(supp f,) sowie Us(supp f)
ganz in G. Daraus und aus der Translationsinvarianz von A, folgt insbesondere
f- €L, (G).

Zudem gilt Us(x), Us(x + z) € G, wenn x € supp f. = (supp f) — z. Fiir ¢ €
Coo(Us(x)) folgt wegen ¢, € Cp(Us(x + 2)) € Cii(G)

alal¢ 3Iozl¢_Z alozl¢_Z
dl; = ———d2A
ff Ox “l... X3 f fa d ffax(f‘--'ﬁxgd d
Us(x) Us(x+2) G
= (-1 f D*f ¢, dAg = (-1 f (Df). ¢ dAy.
G Us(x)

Also gilt D*(flu,x) = (D f)elu,w)-
Auf G \ supp f; verschwindet f; und somit D*(f:|g\supp 1) = 0. Wegen (ii) gilt

supp(D" f). = (supp D" f) =z C supp f — z = supp f; .
Insbesondere verschwindet auch (D® f), auf G \ supp f;. Wegen G = (G \ supp f;)U
Unesupp £. Us(x), folgt nun D*(f;) = D*(f), auf G aus (iii).
(vi) Da supp f kompakt ist, liegt f sogar in L'(G). Denken wir uns f auf R? \ G durch
Null fortgesetzt, so folgt f * ¢ € L°(R?) und somit f * | € LIOC(G).

GemiB Lemma 14.5.3 gilt supp f * ¢ € supp f + suppy € supp f + U,(0) C G,
da ja p = d(supp f,G°). Fiir ¢ € C(G) folgt aus || - y|| < p = d(suppf G°) fir
y € U,(0) wegen (v)

f Jx =) daa(y) (D $)(x) dda(x)

G U,0)

f Y(y) f J=y(x) (D“$)(x) dAy(x) dAa(y)

U,(0) G

= (-1 f ¥(y) f (D* f)—y(x) $(x) dAa(x) dAa(y)

U, (0)

= (=1 f (D f =) ¢ dAy.
G

f(f * ) D% dAg
G
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Also gilt DU(f =) = (D*f) = .
a

18.1.5 Korollar. Fiir k € N, ein offenes 0 # G C R, und eine Funktion fe cKG)
existiert fiir alle Multiindizes a € (N U {0)? mit |a| < k die a-te schwache Ableitung
D“ f, wobei A4-fast iiberall

o]
D=
ox|'---0x)
Beweis. Wir denken uns ¢ € C;(G) und f auBerhalb von G mit Null fortgesetzt. Fiir
alle Punkte x € R? gilt entweder X € supp ¢ oder x ¢ supp ¢. Im ersten Fall liegt x in G,
und RY 5 ¢t — ¢(t) f(¢) ist lokal bei x k-mal partiell differenzierbar. Im zweiten Fall, dh.
x liegt in der offenen Menge R¢ \ supp ¢, ist R? > ¢ — ¢(¢) f(¢) lokal bei x identisch Null
und somit auch k-mal partiell differenzierbar. In jedem Fall gilt dabei fiir j € {1,...,d}
gemil der Produktregel

‘Wf) - o(x )a—f< )+f(x)—¢( ).

Fiir ¢ € RY folgt aus dem Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung und aus der
Tatsache, dass fiir 7 € R mit |7| hinreichend grol3 ¢( + 7e;) f(¢ + Te;) = 0, die Beziehung
(vgl. (18.1))

f (t +71e;) ¢(t + Te;) dA(7) = ff(t + Te])—¢(t +71e;) dA(7).

Der Satz von Fubini ergibt

f—mmd— ff—dad,

R4

und wegen Fakta 18.1.3, 5, schlie3lich D¢ f = - ==, wobei wir hier e; als jenes Element

von (N U {0})? ansehen, das an der j-ten Stelle Ems und sonst iiberall Null stehen hat.
Fiir allgemeine Multiindizes o mit |@| < k folgt die Aussage wegen Proposition 18.1.4,
(iv), leicht durch Induktion. Q

Wegen Korollar 18.1.5 stimmen fiir ¢ € C%(G) insbesondere n‘? o und D%
tiberein. Wir werden in Hinkunft dafiir und der Einfachheit halber 1nsbesondere auch
fiir Testfunktionen immer D®¢ schreiben.

18.1.6 Beispiel. Wir betrachten G = R und wollen die schwache Ableitbarkeit einer
Funktion f € L}OC(R) explizit charakterisieren.

Falls f : R — C auf jedem kompakten Intervall absolut stetig ist, so ist fiir ¢ €
Coo®) auch die Funktion ¢ f absolut stetig, wie man aus Satz 12.15 und Satz 10.35 in
[K] erkennt. Dabei gilt A-fast iiberall®

@f) =¢'f+¢f".

3Hier steht f” fiir die Ableitung von f A-fast iiberall im Sinne von Satz 12.30 in [K].
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GemiB Satz 12.30 in [K] gilt fir > 0

(e f(p) = d(= f(=1)) = f (pf) da,

[=n.n]

ngsf'da:—kfwda.

Also ist f” auch die schwache Ableitung Df von f im Sinne von Definition 18.1.1.
Sei nun umgekehrt f € L}OC(R) mit schwacher Ableitung Df. Gemal Satz 12.30 in
[K] ist dann

und somit

f[o,x](Df Y(©) dA(t), falls x>0,

fx) =
- f[x,O](Df)(t) dA®r), falls x<0,

eine Funktion auf R, die auf jedem kompakten Intervall absolut stetig ist. Dabei gilt
f' = Df. Nach dem ersten Teil des aktuellen Beispiels, folgt

J}7M=—J¢wﬂm:!ﬁvw

fiir alle ¢ € C33(R). Also erfiillth = f — f € L] (R)

loc

f ¢’hdd =0, firalle ¢ € CO(R).
R

Sei nun ¢ € C(R) mit ﬁ% ¥ dA = 1 fest. Fir jedes ¢ € Ci(R) verschwindet das Integral
iiber R von
w:=¢—(f¢dﬂ).w.
R

Also ist 6(x) := f[im q@ dA ebenfalls aus Ci;(R), womit

fq&hd/l—fglrhdxbfq&d/l:fwhd/l:f&’hd/l:O
R R R R R
————

=i

bzw. fR ¢(h —c) dA = 0 fiir alle ¢ € Cj(R). Man beachte, dass hier ¢ € C nicht von ¢
abhiingt. Nach Lemma 18.1.2 folgt f — f —c¢ = h— ¢ = 0 A-fast iiberall.

Wir haben also gesehen, dass bis auf A-Nullmengen genau die auf allen kompakten
Intervallen absolut stetigen Funktion die schwach ableitbaren Funktionen sind.

18.1.7 Beispiel. Die Betragsfunktion |.| : R — C ist auf R schwach ableitbar mit
D(].]) = sgn A4-fast tiberall.

Es gilt folgende Variante der Leibnizschen Produktregel.
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18.1.8 Proposition. Fiir ein offenes O # G C R? habe f € L, (G) fiir ein & € (NU{0})
und alle B € (N U {0})? mit B < « eine schwache jB-te Ableitung. Weiters sei y € C*(G).

Dann liegt ¥ - f in Llloc(G) und hat eine schwache a-te Ableitung, wobei A;-fast
iiberall*

a _
D= ) (ﬁ) DPy DFf.
MU{0))i3B<a
11 ()

Beweis. - f € L}OC(G) folgt sofort aus der Beschrinktheit des stetigen ¢ auf jeder
kompakten Teilmenge von G.

Wir zeigen die behauptete Gleichung durch vollstindige Induktion nach ||. Fiir
o] = O ist die Aussage klar. Gelte sie nun fiir alle @ mit |a| = m. Fiir ein o mit
lal =m+1seijefl,...,d}so,dass a; > 0. Fiir ¢ € Cj(G) gilt nach der Produktregel
Y -D%¢p =D - @) — ¢ - Dy und daher

f(l//'f)Def¢d/1d=ff-De"(ll"cﬁ)d/ld—ffﬁf(De"'l//)d/ld
G G

G

—- [wop v rpwsdn
G

Alsoist (D% f) -y + (f - D) die ej-te schwache Ableitung von ¢ - f, dh. D¥(y - f) =
D f) -+ (f - D).

Daa-e;in(NU {0}) mit | — e I = m liegt, gilt die Induktionsvoraussetzung fiir
« — ej, und wir erhalten mit Proposition 18.1.4

D'y f)=DDW- = Y (a ;ej) DeDPy DB )

(NU{0})!3B<a—e;

- a—e; Dﬁ+e/ Doz—e_,-—/i‘
> ( 5 )( v N

(NU{0)3<a—e;

:ijsﬁga (Z:j) (DBy DR f)

a/—ej DB Da_ﬁ
DY ﬁ)< Y D)

(NU{0})¥3B<a—e¢;

— (ﬂDaf-i- f Dal// + Z ((Z - ej) + ((1 ;ej)) (Dﬁw D(t—ﬁf)

—e;
ej<PLa-e; J

=()
- Z (Z)DﬁzpD"_ﬁf.
(NU{0}h)Y3p<a

Q

18.1.9 Bemerkung. Den Vektorraum Cg)(G) kann man mit der grobsten Topologie
(initiale Topologie) versehen, dass alle linearen Funktionale ¢ +— fG fé da; mit

“Hier bedeutet 8 < a, dass « j<pBjfiralle j=1,..., d, und @ — B wird komponentenweise berechnet.
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fe L}OC(G) stetig sind. Ein wichtiges Resultat aus der Funktionalanalysis besagt, dass
dann jedes bzgl. dieser Topologie stetige lineare Funktional auf Ci;(G) von der Form
¢ fG f¢ dA fiir ein wegen Lemma 18.1.2 eindeutiges f € L! (G).

loc

Versieht man Cj;(G) mit initialen Topologie 77, die von alle mdglichen Abbildungen
¢ ffD"¢d/ld,
G

erzeugt wird, wobei f € L}OC(G) und @ € (N U {0})? lduft, so erhilt man eine feinere

Topologie als zuvor. Der Dualraum D(G), d.h. der Raum aller bzgl. 7~ stetigen linearen
Funktionale auf Cj(G) stellt einen moglichen Zugang zu Theorie der Distributionen
auf G dar.

Distributionen sind eine Verallgemeinerung von Funktionen aus L}OC(G). In der Tat
kann man L}DC(G) als Teilraum von D(G) betrachten, da fiir jedes f € L}OC(G) das lineare
Funktional I(f) : ¢ — fG f¢ dA, bzgl. T stetig ist, und da wegen Lemma 18.1.2 die
Zuordnung f +— I(f) injektiv ist.

D(G) enthilt aber noch viel mehr lineare Funktionale wie etwa

I(f,a): ¢ ffD"qﬁ dA,
G

fiir festes f € L}OC(G) und festes & € (N U {0})?. Vergleicht man das mit der Definition
der schwachen Ableitung, so stimmt dieses Funktional mit 7((—1)1'D? f) iiberein, falls
f eine a-te schwache Ableitung besitzt.

Also kann man das fiir beliebige f € L' (G) existierende (—=1)![( f, @) als Ver-

loc
allgemeinerte a-te Ableitung von f interpretieren. Somit hat jedes f € L}UC(G) eine
Art Ableitung — wir sprechen von der Ableitung im distributionellen Sinn. Noch all-
gemeiner lésst sich fiir jedes I € D(G) eine a-te Ableitung DI definieren, indem wir

DYI(¢) := I(D*¢) setzen.

18.2 Sobolevraume

Ein insbesondere in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen oft und gern
verwendetes Konzept ist das des Sobolevraumes.

18.2.1 Definition. Sei @ # G C R? offen, p € [1,+o0] und m € N U {0}. Dann sei
W"™P(G) — man spricht vom Sobolevraum — die Menge aller f € LP(G) derart, dass alle
a-te schwachen Ableitungen mit || < m von f existieren® und wieder in L?(G) liegen.
Fiir f € W™P(G) mit p € [1, +c0) setzen wir

1 flbnp = [Z D" £1l;

lal<m

fiir £ € W™(G)
1Mo := max 1D fllco -

II.ll:n,» heiBt Sobolevnorm.

5Siehe Fakta 18.1.3, 3.
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Offenbar gilt Cj)(G) € W™?(G). Weiters beachte man, dass wegen Fakta 18.1.3 fiir
f € W™P(G) der Ausdruck D”f nicht vom gewihlten Reprisentanten der Restklasse
f € LP(G) abhingt.

18.2.2 Satz. Der Sobolevraum W™P(G) versehen mit ||.|n,p ist ein Banachraum. Im Fall
p = 2 ist er sogar ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

(£, = ), (D"f,D%g).

|ev|<m

Beweis. Das endliche Produkt X := [],emuone, jo1<m L7 (G) versehen mit maxqj<m || follp
ist ein Banachraum; vgl. Beispiel 9.1.9. Wegen

1
:
< Pl <
max il < [Z 770(] < (Z 1] max 7

la|l<m lal<m

fir alle , > 0, |a| < m, ist diese Norm im Fall p < +oco #dquivalent zur Norm
1

”(ﬁt)laISm” = (Z|a|§m ||ﬁt||§)p . Fir p = co setzen wir ”(ﬁt)lozlém” ‘= MaXg|<m ”foz”oo In
jedem Fall ist (X, ||.||) ein Banachraum.

Nun ldsst sich W™?(G) als Teilmenge Y von X betrachten, indem wir f € WP (G)
mit (D f)<m 1dentifiziert. Bei dieser Identifizierung gilt ||(D® f)qi<mll = |1 fllm,p. Auber-
dem liegt ein (fy)jo1<m € X genau dann in Y, wenn

G

fiir alle ¢ € C(G) und alle |8| < m. Man liberpriift leicht, dass jedes If; : X — C linear

und beschrinkt ist. Also ldsst sich Y als m(beC(ﬁB(G),IB\Sm ker I’g schreiben. Da die ker Ii
abgeschlossene Unterrdume von X sind, ist auch Y ein abgeschlossener Unterraum
und somit ein Banachraum; vgl. Lemma 9.1.6. Also ist auch (W™?(G),||.||;n,,) ein
Banachraum.

Im Fall p = 2 ist (X,|.|) sogar ein Hilbertraum, da wegen [|(f)a<mll*> =
Z\a\ﬁm(fcm ﬁt) die Norm ”” von dem SkalarprOdUkt ((foz)\(t\Sm’ (ga)\w\Sm) = Z|a|§m(fa’ ga)
erzeugt wird. Q

18.2.3 Satz. Sei 0 # G C R? offen, p € [1, +c0), m € NU{0}. Dann ist C*(G)NW™"(G)
dicht in W™ (G) ngl. ”-”m,p'

Beweis. Zunichst habe f € W™P(G) einen in G enthaltenen, kompakten Triger. Nach
Proposition 18.1.4, (ii), gilt supp D f C supp f fiir || < m. Wir setzen f auflerhalb von
G mit Null fort. Wegen der Holderschen Ungleichung und wegen f € LP(G) ist dann f
auf R? integrierbar. Dasselbe gilt fiir alle D f mit |a| < m.

Sei ks wie in Definition 14.5.5 mit supp ks C K»5(0). Aus Fakta 14.5.1 wissen wir,
dass k1 * f € C*(RY) fiir alle n € N. Nach Lemma 14.5.3 verschwindet k, * f auBerhalb
von su”pp f + K2(0). Somit ist der Tréger dieser Funktion in supp f + K:(0) enthalten
und daher komﬁakt. '

Fiir N € N mit % < d(supp f, G°) =: p folgt fiir alle n > N, dass supp f + K% 0cG
— also k 1% f € Cp(G) € W™P(G). Wegen supp D*f C supp f gilt entsprechendes
fiir k% * DYf. Aus suppks C K% (0) € U,(0) folgt mit Proposition 18.1.4, (vi), auch
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D(f x ki) = (D*f) * k1. Wegen Lemma 16.2.4 gilt somit fiir alle Multiindizes & mit
lf<m " X
lim [|DYf = D*(f * k)|, = im [|DYf = (D f) * ko)|l, = 0. (18.5)
Also konvergiert f x k1 € C(G) fiir n — oo auch bzgl. |||, gegen f.
Nun sei f € W™P(G) beliebig. Wir betrachten wieder die Teilmengen (k € N)
1
Ky = Ki(0)\ UL(G) = {x e R? : d(x,G) > 7l < &,
. X 1
Gy := Up(0)\ K1(G°) = {x e R? : d(x,G") > ol <&,

die Gy € Ky € Gy € Kiy1 € --- € Gund UK, = UGy = G erfiillen. Nach
Bemerkung 14.5.9 gibt es Funktionen /i € Cg(Gyy1) mit Werten in [0, 1] so, dass
hilg, = 1k,. Offenbar verschwindet iy — hy_; auf Kj_;, womit supp(hx — hx—1) C
Gi N GZ—I C Gy \ Ky fiirk > 2.

Da wegen Proposition 18.1.8 alle Funktionen f - (b — hg—1) in W™P(G) liegen und
einen in G enthaltenen, kompakten Triger haben, gibt es bei gegebenem € > 0 wegen

(18.5) zu jedem k ein n; € N mit

I - = i) = (F = = i) 5 Kl < 57

Dabei setzen wir hy = 0. Wir wihlen ny fiir K > 2 auch so groB, dass d(supp(h; —
1), (G \ Ki)©) > n%, wodurch zusammen mit Proposition 18.1.4, (ii),

supp (f - (e = 1)) * ki C supp(hy — hy—1) + K% 0) € Giy1 \ Ky -
Fiir x € G, gilt daher (f - (hy — hy—1)) * k1 (x) = O fiir k > [ + 2, womit
[
I+1

W)= 3 (=) * k@)= 3 (F - O = i) # ks ().
k=1 k=1

Mit ihren Summanden ist auch & auf G; eine C*-Funktion. Da jedes x € G in einem
G liegt, und da die G; offen sind, ist & eine auf G wohldefinierte Funktion aus C*(G).
Zudem gilt fiir [ € N wegen flg, = Y45\ £+ U — hyr)

( ID*(f = I d/ld)p =
%]

|r|<m

S =

I+1

=D [ 107 i) = = )k )

IQISmGI k=1
1
1+1 »
s; ||Z f|D“(f~<hk—hkfl)—(fwhk—hk,l))*ki)|P dAy
= aSmGI

1+1

< D = bt = (F - (=) %k il < €
k=1

Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt fiir / — oo, dass f —h € WP (G)
und somit 7 € W"P(G), und auch ||f — A, < €.
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Es ist nun naheliegend, zu fragen, ob auch Ci(G) dicht in W™*(G) liegt. Im Allge-
meinen stellt sich heraus, dass dem nicht so ist. Aber etwa fiir G = R ist Cy(R?) sehr
wohl dicht in WP (R?).

18.2.4 Satz. Sei p € [1,+0) und m € N U {0}. Dann ist C(‘;‘(’)(Rd) dicht in WP (R?) bzgl.
[, p-

5 IHlmp

Beweis. Nach Satz 18.2.3 reicht es Cgy (Rd) 2 C*(R?) N W™P(RY) zu zeigen. Dazu
sei f € C*°RY N W™P(RY) und k1 € Cy, (Rd) wie in Definition 14.5.5. Nun gilt
]lK”(o) * kl S CS?)(R ) wobei supp ]11(”(0) * kl - K,H.z(()) und auch ]lKn(O) * kl(x) = 1
wenn K> (x) € K,(0), also wenn x € K,_»(0); vgl. Fakta 14.5.6. AuBBerdem hat 1 ¢ () * k;
Werte in [0, 1].

Wegen Proposition 18.1.8 gilt auch f - (1, ) * k1) € WP (RY), wobei fiir festen
Multiindex mit |a| < m

D(f - (g0 * k1)) = (B) DPf D" Pk ) * k1)

(NU{0 )dsﬁ<a

= (D" Ak, * ki) + (ﬂ) DPf D" P(1g ) * k1)

(NU{0} )"3/3<a

Somit folgt

1D f = D(f - (g * ki) Il <
1D = (D" Ak <k lp+ Y. I DPF D B(L 0 k) [, (18.6)

(NU{0})?3B<a

Dabei gilt wegen des Satzes von der beschrinkten Konvergenz

| D*f — (D f)(Lk,0) % ki) |15 = f IDYFIP(1 = g 0) * ki) dAdg — 0.

RA\K,_2(0)
Fiir (N U {0})? 3 8 < « gilt zudem wegen (1, ) * k1)Ix, ,0) = |
| DPf D*P(Lk0) % k1) llp = | Lpag, o) PP f D P (Lk,0) % k1) Il
< Lk, 0 PP f llp Il D P(Lg 0 ki) lleo — 0.

Somit konvergiert die linke Seite in (18.6) gegen Null fiir n» — oco. Aufsummieren iiber
alle |a| < mergibt f - (1g, ) * k1) — f bzgl. ||.lln,p- a

Indem man folgendes Resultat auf konstante Funktionen anwendet, sieht man, dass
fiir beschrinkte G der Raum Cg(G) nicht dicht in W™?(G) liegt.

18.2.5 Satz (Friedrichs Ungleichung). Seim € NU {0}, p € [1,+00) und 0 # G C R?
offen und beschrinkt mit endlichem Durchmesser do(G) := sup{||x — ||~ : X,y € G}.
Dann gibt es eine nur von m und do,(G) abhdngige Konstante C,, > 0 derart, dass

1

1flbnp < Con { 27

lal=m

fiir alle f € Wy"'(G) := Ciy (G)” oy
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Beweis. Sei f € Cy(G). Wir denken uns f auf R¢\ G durch Null fortgesetzt. Man
iiberzeugt sich leicht, dass es ein kleinstes offenes Rechteck der Form (a;, b;) X - - - X
(aq, ba) gibt, welches G enthilt. Offenbar gilt b; — a; < dwo(G).

Wegen des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung gilt fiir x =
(15 ..y x)" € (ar,by) X -+ X (aq, by)

Xj

T i T
f(x) :f(-xlv'"9-xj—l>aj’xj+l?"'$xd) +fDelf(x[,...,.Xj_l,T,.Xj+1,...,xd) dr.

=0 aj

+

Fiir p € (1, +00) folgt mit der Holderschen Ungleichung (1 = )

1.1
P g
2 . T
|f('x)|pg(-xj_aj)q f |Delf(x1?"',xj—lvT,-xj+1""9xd) |P d/l(T)'
(aj,bj)

Man beachte, dass der erste Faktor nur von x; und der zweite von allen anderen Eintrigen
von x aufler x; abhingt. Integrieren wir zuerst iiber x; € (a;,b;) und dann iiber die
anderen Variablen, so folgt mit Fubini

de(G)P
4

b:—a:)?
11l < % f|Dﬂ_ff(X)|” dAa(x) < 1D £l - (18.7)
R4

Man iiberzeugt sich leicht, dass fiir p = 1 diese Ungleichung auch gilt. Aus (18.7) ergibt
sich
do(G)?

d d
A, = A1ty + DU £l < (1 + ) > IDe £l

J=1 J=1
Da per definitionem Cg)(G) dicht in W(;”’(G) ist, und da bzgl. ||.||, die linke und
die rechte Seite dieser Ungleichung stetig von f abhingen, folgt die Behauptung fiir
allgemeines f € Wé’p (G).

Insbesondere haben wir den aktuellen Satz fiir m = 1 bewiesen. Angenommen die

Aussage gilt fiir m und f € W, *17(G). Offenbar liegt fiir || = m die Funktion D f in
W,y ”(G), wodurch mit (18.7)

do(GYP & dos(G)P
107 iy < S N iy < S S 0.
= Bl=m+1

Also folgt fiir eine geeignete Konstante C,,; > 0

A1 0, = WA, + > DA

Bl=m+1

<Ch YID A+ Y DA <Ch L Y IDPA .

lal=m |Bl=m+1 |Bl=m+1

18.3 Einbettungen

Da die Definition der Sobolevnorm auch die schwachen Ableitungen involviert, ist es
nicht abwegig zu fragen, ob die Elemente von f € W"?(G) neben der Integrierbarkeit
von |D® f|P fuir || < m auch weitere Eigenschaften wie etwa die der Stetigkeit haben.
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Mit dhnlichen Uberlegungen wie im Beweis von Satz 18.2.5 erhalten wir folgendes
Lemma.

18.3.1 Lemma. Sei p > d sowie G C RY offen, beschrinkt und konvex. Dann gilt fiir
feC (G undxeG

de(G
o fol s 29Oy,
(p—d) (G

wobei fg = f"/l ) % das Mittel von f iiber G ist.

Beweis. Wir konnen oBdA. x = 0 annehmen. Aus dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung folgt fiiry € G

1 1
d
d
—f0)= | —f(ty)dt= (D ) (ty) dt .
100 - 10 = [ Ssan lejy (D" (1)
0 0o =
Mit Fubini und der Tatsache, dass [y;| < ||y — O]l < dw(G) fiir y € G folgt

lfe — f(O)] = L0

f (FO0) - FO) dad(w‘

/ld(G)Z f f [yil I(D% £)(2y) dAa(y) dA(E)

[01] G

d
Ad(G Zf f IO )yl dAa(y) dAG) .
0,11 G

Nach der Transformationsregel — beachte, dass tG € G — und nach der Holderschen
Ungleichung (1 = 1_1) + é) ist dieser Ausdruck gleich

d
ﬁd(G Z f e f (D f)(@)| dAa(z) dA()

[O 1] tG

d (G) - . »
AJ(G) Z f ! AG): [ f I(D f)(Z)'pd/ld(Z)] dA()

0 1] tG

l
1 /LJ(G)a
1

G G
4@ ZIIDe’fII f*‘ddr ol )ZIIDe'fll,,ft far

/ld(G)l (G 2(G)r T

18.3.2 Korollar. Sei 0 # G C R? offen und p € (d, +oo). Dann haben alle f € W'P(G)
einen stetigen Reprdsentanten.
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Genauer gilt, dass alle f € W'"P(G) einen stetigen Reprisentanten haben, der
fiir x,y € W, wobei W ein in G enthaltener, d-dimensionaler, achsenparalleler und
kompakter Wiirfel ist,

-4 2pd
lf0) - fl < ||x—yllcl>o e 71, (18.8)
p—d

sowie die Abschditzung (1 ist die Seitenldnge von W)

pd
p-

fl < —— =5 max(L, D) (Il (18.9)

erfiilltS.

Beweis. Fiir € > 0 ist die Kugel V, := Ul (%) bzgl. ||.||e ein offener Wiirfel, der x

oyl +e
2
und y enthlt. Da K[!~ (%) € W C G kompakt ist, gilt V. C G fiir alle hinreichend
2

kleinen € > 0.
Sei f € C*(G) N W'P(G). Nach Lemma 18.3.1 gilt fiir das Mittel fy, von f iiber V,

2 du(V) &
If ) = fO) < fv, = FOL+1fv, = fO) € ————— Z D fllLoev.)
(p—d) Aa(Vor =

d
2p (Ix = yllw + € .
<P Y 7 § D% fllzr (o)
(P =) (lx =Yl + €)7 =

1-4 Zpd
< = Voo + ) — .
<(lx=Hlleo + €)% b—d 1,

Fiir € ™\, 0 folgt die Abschitzung (18.8).

Da W kompakt ist, gilt fiir hinreichend kleines € > 0, dass auch der offene Wiirfel
W, mit Seitenldnge [ + € und gleichem Mittelpunkt wie W ganz in G enthalten ist. Somit
erhalten wir aus Lemma 18.3.1 und wegen || fll.1w,) < Ifllzr ) /l(We)'_% (Holderschen
Ungleichung)

! < 1
700l < I = Fol+ 1l < —2LED 21D fllurawy + 1l we

(p-dy(l+er T (+e)

p

d
4 _ _d
< o—d (+e)' 7 E 1D flir) + L+ )7 1 fllro) -
i=1

Fiir € N\ 0 folgt die Abschitzung (18.9).

Fiir allgemeines f € W!?(G) gibt es nach Satz 18.2.3 eine Folge (f;).cn aus
C*(G) N W'P(G), die bzgl. |l.ll , gegen f konvergiert. Ist W C G ein kompakter und
achsenparalleler Wiirfel mit Seitenldnge /, so folgt aus (18.9) angewandt auf f, — f,,,
dass (fylw)nen eine Cauchy-Folge in (Cp(W), ||.||e) ist.

Da jedes x € G in einem hinreichend kleinen Wiirfel enthalten ist, folgt auch die
punktweise Konvergenz von (f,)nen gegen eine Funktion g : G — C. Auf jedem
abgeschlossenen Wiirfel ist die Konvergenz gleichmifig. Insbesondere ist g stetig auf
G.

SWegen W''P(G) 2 W™P(G), wpbei [1Al,p < 1 fllm,p fiir f € W™P(G), gelten entsprechende Ungleichun-
gen fiir alle W™P(G), m > 1.
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Da die L?-Konvergenz die punktweise Konvergenz fast iiberall einer Teilfolge
impliziert, gilt andererseits f,, — f fiir k — oo punktweise fast tiberall. Also gilt
g = f fast iiberall auf G, und f und g stimmen als Elemente von W'?(G) iiberein. Die
Abschitzungen (18.8) und (18.9) folgen nun einfach durch den Grenziibergang n — oo
in den entsprechenden Abschitzungen angewandt auf f;,.

18.3.3 Bemerkung. Ist in der Situation von Korollar 18.3.2 das offene G so, dass jedes
x € G in einem Wiirfel W mit fixer Seitenldnge [ liegt, so folgt aus (18.9) unmittelbar,
dass jedes f € WP(G) sogar einen auf G beschriinkten und stetigen Reprisentanten hat.
Insbesondere lisst sich W?(G) dann als linearer Teilraum von Cj,(G) betrachten.

Im Fall G = R? gilt (18.8) sogar fiir alle x,y € R4, und f ist beschridnkt mit (wéhle
[ =11in (18.9))

d
flleo < =2 (18.10)
p—d

Wegen (18.8) sind die Funktionen aus W'?(G) sogar y-Holder-stetig fiir ein geeignetes
v > 0. Dabei istein f : M — C y-Holder-stetig, wenn |f(x) — f(y)| < Cd(x,y)” fiir ein
gewisse C > 0 und alle x,y € M. Nennt man das kleinst mogliche C hier |f1,, so ist |.|,
eine Seminorm’ auf dem Raum aller y-Holder-stetigen f, und

-l = [llleo + 1-ly

definiert eine Norm auf dem Raum aller y-Holder-stetigen Funktionen auf M.

Wir benétigen fiir den folgenden Satz 18.3.4 eine Verallgemeinerung der Holder-
schen Ungleichung. Fiir einen Mafiraum (Q, A, u), messbaren Funktionen f,. .., fi :
Q — [0, +c0] und Zahlen py,..., pe > 0 mit 35, pi =1 gilt

: ”
ffl ----- fodp < ]—[(ff}’fdy)‘ : (18.11)
j=1

Fiir k = 2 ist das die bekannte Holdersche Ungleichung. Gilt (18.11) fiir &, so auch

fiir k£ + 1, da nach der Holderschen Ungleichung und nach Induktionsvoraussetzung
Pk+]
Pk+1~

angewandt auf I e

' und den Exponenten

Pk+1~

]]l’k+l] pPk+l] Dol " ,,k]H
ffl ..... ﬁ.ﬁ+1 d,uS fflk‘rl ..... fkk+1 d/J ffk+ d
k Pkt PjPre1~! Ikl+]
< n(ff"kﬂ-" e ) (ffk o dﬂ) :
j=1

In den Einbettungsresultaten bisher haben wir p > d vorausgesetzt. Folgende
Ungleichung behandelt dagegen Einbettungen im Fall kleiner p.

18.3.4 Satz (Sobolev-Ungleichung). Fiir 1 < mp < d gilt W,""(G) € L'(G) mit
s mp wobei die Inklusionsabbildung W, (G) 3 f + f € L'(G) beschriinkt ist. Fiir
m = 1 gilt konkret fiir alle f € Wé ?(G)

r=

p(d -
A < 2=
T div(d-p)

"Eine Seminorm erfiillt alle Eigenschaften einer Norm bis auf die Eigenschaft ||f]| = 0 = f = 0.
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Beweis. Sei f € CéO(G) auf R\ G mit Null fortgesetzt. Wir gehen von der Ungleichung
(x=(x1,...,x)T €RY, jell,...,d})

lf(0l = {fDejf(xl,...,xj1,Tj,xj+1,-.-,Xd)T dt;

00

+00
i T
Sf|De/f(xl’~~"-xj—l7Tja-xj+l»"'7xd) |dT]

—00

aus. Nehmen wir das Produkt iiber j = 1,...,d und dann die (n — 1)-te Wurzel, so folgt

_L
d-1

d +00
d_ . T
ottt < [| [100stan gl |
=1\

wobei der j-te Faktor nicht von x; abhéngt. Integrieren wir nach x;, ziehen den ersten

Faktor vor und wenden (18.11) an, so folgt

+00

T,-4
f|f<xl,...,xd> 4 dx <
—c0

1
+00 a1

T
f'DEIf(TI’xZ,”-’xd) |dTl X
—00
+00 d +00 ﬁ
; T
fl—[ f|De"f(X1,-~~,Xj71,Tj,Xj+1,---,Xd) | dt; dx; <
S P2\ 0L
+00 dlj
f|De‘f(T1,x2,---,Xd)T|dTl X
—00
d +00 +00 ﬁ
; T
[I| [ [ 10900y o dry
j=2 —00 —00

Der Faktor rechts fiir j = 2 ist von x, unabhingig, womit er im Folgenden nach vorne

gezogen wird.

+00 +00

ff|f(x1,...,xd)T|% dxy dx, <

—00 —00
L
d-1

+00
f D f(x1, T2, ..., xa) | dta dx;| %
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+o00 +00 d]j
f lee‘f(Tl,Xz,--.,xd)T|d‘ﬁ] X

1

d +00 +00 -1
i T
l—l[ff|De’f(xl,...,Xj_l,Tj,Xj+1,...,xd) |dedX1] dx, <

J=3

—00 —00

+00 ﬁ +00 +00 (/
(f|D€2f(xl,T2,--.,xd)T|dedxl] [ffwe'f(ﬁ,xz,-. L x| dry dxz] X

—00 —00

1

d +00 +00 +00 -1
]—[{ffleeff(xl,.. Xj 1 Tjs Xjsts- - X) | dTj dxy dxz] .
J=

—00 —00 —00

Nach k Schritten folgt
+00 +00
f---f|f(x1,...,xd)T|% dx, ... dx <

k[t 7

]_[[leg’f(xl,.. x) dxy . x]

j=1
d +00 +00
[ [f...f|Def‘f(x1,,_,,xd)Tldxjdxl R
=k+1 - —oo

Y
=

und schlieBlich fiir k = d

1
a-1
d

f A7 dag < ]_[ f D f dAa

R4 J =1 R4

Also gilt

1
d ¢ d 1
1, <[] [10r1dad] <[ T, = st
J=1 d j=1

und somit die Sobolev-Ungleichung fiir p =m = 1und f € CéO(G).
Um die Ungleichung fiir p > 1 zu zeigen, seiy > 1. Da fiir f € C(I)O(G) auch |f]” in
Cyo(G) liegt, wobei D% (|f7) = y|f"~! D% f, folgt

d-1 L
d d

. d
[ an| =nig <y [] [t oosian) <
d j=1

d
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1
d
Y l_[ f|f|(7_l)q ddy f|De/f|" dig| =
J=1 R R

d pd

1
f A d| ] f D% {17 dAy
R4

Jj=1 R

Mit 1 = l + l ist die letzte Ungleichung hier eine Konsequenz der Holder Ungleichung.
Fiir (y — 1)q y7% dh.y = 22D folgt

-1
Lp 1
7] 1
nd
||f||£ = f|f|"%” dag| =1Vl flfl(y_l)q d/ld]
R4 d
L S
pd—1) ﬁ f|De’f|p dA, : < pd-1) i f|De,-f|P dA p
- af = al
d=r i\ aa-p | J

wobei hier in der letzten Ungleichung die bekannte Tatsache, dass (H?:I b j)

52‘;:1 b; fiir b; > 0 gilt, verwendet wurde. Wegen® Z Z b?)%dl_ﬁ fiir
b; > 0 folgt welter

IA

d-1) | < _ d-
Al < 242D Y f o dag| < 29Dy
= d."( —p) j=1 X dr (d—p

Somit gilt die Sobolev-Ungleichung fiir p € [1,d),m = 1 und f € C} 00(G).

Firm > lund p € [1, 4 ) zeigen wir die Sobolev-Ungleichung fiir f € C(G) durch
vollstindige Induktion nach m Den Induktionsanfang m = 1 haben wir schon Mit einer
von f unabhingigen Konstanten C,, > 0 gelte ||f|| e < Cin I fllm,p fiir alle f € CG(G).

Wenden wir diese Ungleichung auf f und alle D% f an so folgt fiir eine geeignete, von
f unabhiingige Konstante ¢+ > 0

AU e < A2 +Z|ID€’fII 21 = Conllfllmp + Con ZIIDe’fIImp Cmetll fllme1p -

j=1

Firl <p< L folgt 1< p—d < i < d. Also konnen wir die Sobolev-Ungleichung

firm=1 und P - anstatt p anwenden und erhalten mit einem von f unabhingigen ¢
Ay, e 2 AN ey = (I
> d—-mp d—mp d—(m+1)p
d- d{’,‘fm

Also gilt fiir eine geeignete, von f unabhingige Konstante C,,,; > 0 die Ungleichung
Al st < Cotllf e

Fiir den allgemeinsten Fall f € W;""(G),m > 1,p € [1,£) wissen wir, dass
lim,, e fu = f bzgl. ||.||; p fiir eine geeignete Folge f, € C(G). Aus |L.|| 2 < Co 1l p

8Das folgt aus der Holderschen Ungleichung auf R,
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angewandt auf f, — f,, folgt, dass (f,,).en €ine Cauchy Folge in L#w o (G) ist, und daher
bzgl. der entsprechenden Norm gegen ein g € L7 (G) konvergiert, wobei

gl e = lim [|fyll pa < Cp Tim || fullm,p = [ fllmp -
d-mp n—oo d-mp n—oo

Somit konvergiert eine Teilfolge von (f;,),env punktweise fast tiberall gegen g. Wegen
Jfn — fbzgl. |||, konvergiert diese Teilfolge auch bzgl. ||.||,, und es gibt eine Teilfolge
der Teilfolge, die punktweise fast iiberall auch gegen f strebt. Wir erhalten f = g als

Elemente von Lﬁ(G), und in Folge auch die Ungleichung ||f]|_p < Cy || fllin,p- a
a—mp
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